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Versuch zur Herleitung eines Gesetzes, das die 
Dichtigkeit für die Schichten im Innern der Erde 
annähernd darstellt, aus den gegebenen 
Beobachtungen. 


(Von Herrn R. Lipschitz zu Breslau.) 


Die Untersuchungen, welche Clairaut im Jahre 1743 unter dem Titel 
Theorie de la figure de la terre tirce des Prineipes de |’ Hydrostatique heraus- 
oab. enthalten die vollständigen Bedingungen des Gleichgewichts für eine mil 
oleichförmiger Geschwindigkeit um eine feste Axe rolirende flüssige Masse. 
die aus unendlich vielen unendlich dünnen homogenen Schichten besteht. und 
bei der die Grenzflächen jeder Schicht (die Oberfläche der ganzen Masse mil 
eingerechnet) Rotationsellipsoide sind. welche die Axe der ganzen Masse zu 
ihrer Rotationsaxe und den Schwerpunkt derselben zu ihrem Mittelpunkte 
haben. Es gilt hierbei die Einschränkung. dass der Quotient der Centrifugal- 
kraft durch die Resultante der Anziehung der ganzen Masse für die Punkte 
des Aequators der Oberlläche und die Abplattungen der sämmtlichen ellipsoi- 
dischen Flächen kleine Werthe derselben Ordnung sind. und dass man die 
Grössen, die dem Quadrate oder den höheren Potenzen dieser Werthe pro- 
portional sind, vernachlässigt. In der angeführten Schrift wird der Satz aus- 
gesprochen und begründet, der den Zusammenhang zwischen der Resultante 
der Anziehung der ganzen Masse auf die Punkte ihrer Oberfläche und der 
Gestalt dieser Oberfläche. unabhängig von dem Gesetze, nach dem sich die 
Dichtigkeit der Masse von Schicht zu Schicht ändern mag. darstellt, und der 
den Namen seines Entdeckers trägt. Clairaut bestimmt aber auch die Ab- 
hängigkeit der Abplattungen jener ellipsoidischen Grenzllächen von dem be- 
liebig anzunehmenden Gesetze der Dichtigkeitsänderung durch eine Differential- 
gleichung und giebt die Integration derselben für die Annahme. dass die 
Dichtigkeit der Masse in jeder Schicht einer Potenz der Aequatorialaxe von 
einer ihrer Grenzflächen proportional ist. 

Die Bedeutung der von Clairaut entwickelten Resultate für die Be- 


stimmung der Gestalt der Himmelskörper wurde noch grösser. als Legendre 
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den Beweis führte, dass eine rolirende flüssige Masse, bei der die Form der 


(irenzllächen der unendlich dünnen Schichten nur der Bedingung unterliegt. 
von der Gestalt der Kugel wenig abzuweichen. die von Clairaut vorausge- 
setzte Beschaffenheit haben muss, wenn der Quotient der Gentrifugalkraft dureh 
die Resnltante der Anziehung der ganzen Masse für die Punkte des Aequators 
der Oberfläche und die Abweichung der sämmtlichen Grenzflächen von der 
Kugelgestalt kleine Werthe derselben Ordnung sind, und wenn man die kleinen 
(rrössen der höheren Ordnungen vernachlässigt. Denn da die Betrachtung 
einer flüssigen Masse sowohl der Voraussetzung, dass der feste Zustand der 
Himmelskörper aus einem flüssigen hervorgegangen sei, wie auch der An- 
nahme. dass das Innere derselben sich noch in feuerflüssivem Zustande befinde. 
entspricht, da ferner nach der durch ZLegendre erschlossenen Einsicht die Grenz- 
lächen der unendlich dünnen Schichten keine andere Form als die von Ülairaut 
angenommene Form von Rotationsellipsoiden haben können, so kann der Er- 
forschung der hier auftretenden Phänomene keine allgemeinere Theorie als 
die von Clairaut gegebene zu Grunde gelegt werden. 

Die oben erwähnte Clairautsche Dilferentialgleichung, zu welcher Le- 
gendre auf einem anderen Wege gelangt. behandelt derselbe unter einer neuen 
Voraussetzung in Betreff der Dichtigkeit der Masse in den einzelnen Schichten. 
Wenn e(b) die Dichtigkeit in irgend einer Schicht bezeichnet. wenn 5b der 
Radius einer Kugel ist, deren Fläche mit der äusseren Grenzfläche dieser 
Schicht gleichen Inhalt hat *),. und wenn K, L Constanten sind. so ist es 
die Relation 

sinLb 


o(b) = K au lan 


(S. Memoires de l’academie des sciences, annee 1789, Suite des recherches 
sur Ja figure des planeles, pag. 372 — 454.) 

Laplace untersucht in einer Abhandlung, welche am Anlange desselben 
Bandes gedruckt, nach einer Anmerkung Legendre's aber später, als die so 
eben angeführte von diesem, der Academie überreicht ist (Mem. sur la 
Iheorie des Satellites de Jupiter) eine rotirende flüssige Masse von derselben 
Beschaffenheit, von deren Betrachtung auch Legendre ausgeht, fügt aber die 
Annahme hinzu, dass bei derselben nicht nur die Gravitation der Flüssigkeits- 
Iheile gegen einander, sondern auch die Anziehung durch beliebige ausserhalb 


88 


*) Diese Definition ist absichtlich so gefasst, dass sie auch für den später zu er- 
örternden Fall, wo diese Grenzflächen nicht mehr Ellipsoide sein müssen, gültig bleibt. 
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liegende Massen wirksam sei. während der Werth dieser Anziehung auf die 
Theile der flüssigen Masse. dividirt durch die Resultante der Anziehune der 
flüssigen Masse auf die Punkte ihrer Oberfläche, als kleine Grösse von gleicher 
Ordnung mit dem Werthe der Abweichung jener Grenzllächen von der Kusel- 
oestalt angenommen wird. Durch die Stellung dieses Problems öffnet sich 
der theoretischen Forschung ein grosses Gebiet. Nachdem für den vom 
Schwerpunkte der ganzen Masse nach einem Punkte einer Grenzfläche ve- 
zogenen Radius vector eine nach Kugelfunetionen *) fortschreitende Entwickelung 
angenommen ist. zeigt es sich. dass die sämmtlichen Glieder dieser Reihe. 
folglich die Gestalten jener Grenzflächen. vollkommen bestimmt sind. sobald 
für die Aenderung der Dichtigkeit von Schicht zu Schicht ein beliebiges 
(seselz gegeben ist. Die Bildung eines jeden Gliedes der Reihe erforder! 
aber die Integration einer linearen Dilferenlialgleichung zweiter Ordnung. und 
sowie das Glied, welches die Kugelfunelion zweiter Ordnung enthält. genau 
der Abplattung der Ellipsoide in dem Clairautschen Problem entspricht. so 
ist auch die zu diesem Gliede gehörende Differentialgleichung mit der von 
Clairaut aufgestellten übereinstimmend. 

Der Gang dieser Betrachiung unterscheidet sich übrigens von dem 
(range des oben berührten Beweises von Legendre nur dadurch. dass bei 
dem letzteren die Kugellunetionen von höherer als der zweiten Ordnung zwar 
[ormeli auftreten. aber sämmtlich den Werth Null erhalten müssen. während 
diese Glieder bei Laplace Werthe bekommen, die von der Anziehung der 
äusseren Massen abhängen. Bei der Anwendung der Laplaceschen Unter- 
suchung auf die Bestimmung der Gestalt der einzelnen Himmelskörper unseres 
Sonnensystems, den Salurn ausgenommen, fallen die Glieder, welche Kugel- 
[unetionen von höherer als der zweiten Ordnung enthalten, fort. und es ergeben sich 
die von Legendre gefundenen Resultate. Dabei darf man aber nicht vergessen. 
dass die Bemerkung Legerdres über das frühere Datum seiner Abhandlung 
nicht mit der Behauptung zusammenfällt, dass diese von Laplace bei der Ver- 
lassung der seinigen gekannt sei. und dass also diejenigen Resultate, welche 
Laplace mit Legendre gemeinsam hat. ebenso gut das Eigenthum des ersteren 
sind. wie des letzteren. 

Laplace hat den Inhalt jener Abhandlung in das dritte Buch der 
mecanique celeste aufgenommen: im elften Buche dieses Werkes. das die 


”) 


) Diese später eingeführte Benennung brauche ich des bequemeren Ausdrucks 
wegen. 
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Ueberschrift hat: de la figure et de la rotation de la terre, zeigt derselbe 
einen neuen Gesichtspunkt für die hierher gehörenden Fragen, indem er her- 
vorhebt. dass man über das Geselz,. nach dem die Dichtigkeit der Erdmasse 
sich von Schicht zu Schicht ändert, eine Hypothese bilden müsse, um die aus 
derselben abzuleitenden Folgerungen mit den Thatsachen der Beobachtung 
zu vergleichen. Zu diesem Ende nimmt Laplace an. dass in der ursprünglich 
flüssiven Masse des Planeten der Quotient der Zunahme des Druckes durch 
die Zunahme der Diechtigkeit der Dichtigkeit selbst proportional sei, und findet 
hieraus für das Gesetz der Dichtigkeit die obenerwähnte Formel von Legendre 
. sınLb 


o(b) = K Br nt. 


wobei er dessen Abhandlung anführt. Wenn bei dem vorliegenden Problem 
die Aequatorialaxe der ganzen Masse, die Rotationsgeschwindigkeit derselben 
und das Gesetz der Dichtigkeit gegeben sind. so liefert die Theorie drei 
Stücke. die mit drei unabhängigen Resultaten der Beobachtung verglichen 
werden können: erstens die Dichligkeit der Erdoberfläche. deren mittlerer 
Werth dem constanten Werthe der Theorie entspricht. zweitens die mittlere 
Dichtiekeit der ganzen Erdmasse,. welche durch die Versuche von Carendish 
bestimmt ist, und drittens den Werth der Abpgattung der Erdoberfläche. wel- 
cher durch Combination mehrerer Pendelbeobachtungen unabhängig von dem 
Gesetze der Dichtigkeit, das für das Innere der Masse gilt, ermittelt wird *). 
Laplace sucht nun die beiden Constanten der von ihm gewählten Formel so 

bestimmen. dass den drei angegebenen Anforderungen möglichst gut genügt 
wird. entscheidet sich aber hierbei für kein festes Resultat. 

Gegen die Hypothese über die Beziehung zwischen dem Druck und 
der Dichtigkeit. auf welche Laplace jene Formel basirt, hat man eingewendet. 
dass sie zu willkürlich sei, um zu sicheren Schlüssen einen Anhalt zu bilden. 
Wenn aber dem so ist, und wenn wir überhaupt nicht im Stande sind. die 
Form des Gesetzes der Dichtigkeit a priori anzugeben, so scheint es nicht 
ungerechtferligt, eine Form, die die genügende Zahl, d. h. hier von drei. Con- 
stanten enthält, frei anzunehmen und diese Constanten aus den Beobachtungen 


zu bestimmen. Ob eine auf diesem Wege gefundene Formel als annähernde 


Der Werth der Schwerkraft unter dem Aequator, der sich mit dem Wertlie 
der Abplattung zugleich ergiebt, dient zur Elimination der Kratteinheit für die Massen- 
anziehung, die a priori nicht bekannt ist. 
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Darstellung des Gesetzes gelten darf, muss ich dem Urtheil der geehrten Leser 
anheimstellen. 

Ich habe die Form 

o(b) = D-Eb* 

gewählt, bei der o(b) und 5b die oben angegebene Bedeutung haben. und D, 
E, i die Constanten bezeichnen, deren letzte stets positiv sein soll *). Unter 
dieser Annahme führt die Integration der erwähnten Clairautschen Dillferential- 
sleichung auf die Gausssche Reihe F(«, ,y, x), und während D und E durch 
, sehr einfach ausgedrückt werden, bleibt zur Bestimmung von 4 eine trans- 
scendente Gleichung von der Beschaffenheit, dass der Quotient von zwei 
(aussschen Reihen die funeliones contiguae sind. und in deren sämmtliche 
Elemente die Grösse 4 eingeht, einem gegebenen Werthe gleich werden soll 
Mit Hülle von einigen Eigenschaften der Kettenbrüche gelang es, den strengen 
Beweis zu führen, dass dieser Gleichung nur ein einziger reeller positiver 
Werth # genügt, und die Bedingungen zu erkennen, die für die Existenz eines 
solchen nothwendig und ausreichend sind. Bei dem Falle der Erde sind diese 
Bedingungen erfüllt. und so ergiebt sich für die Constanten D, E, 7 eine 
eindeutige Bestimmung, während die Anwendung der Kettenbrüche gleichzeitig 
ein zu der Berechnung der Grösse 4 geeignetes Verfahren an die Hand giebt. 
Die Werihe der Constanten D, E, 4, die ich auf Grund der g„eeienetsten mir 
zugänglichen Daten ermittelt habe, sind am Schlusse der Abhandlung mit- 
getheilt. 

Da übrigens die Relation 0 = D— Eb* den Vortheil gewährt. dass unter 
Annahme derselben bei dem allgemeineren von Laplace behandelten Problem. 
wo beliebige ausserhalb der rotirenden Masse befindliche Massen auf dieselbe 
anziehend wirken, die sämmtlichen übrigen Integrationen und Constantenbestim- 
mungen ebenso leicht ausgeführt werden können, als die den Kugelfunelionen 
zweiter Ordnung entsprechenden, so ist für den Anfang der Untersuchung 
diese allgemeinere Form des Problems beibehalten worden. 


$. 1. 
Der bequemeren Uebersicht wegen sollen jetzt die wesentlichsten beı 
der Rotation einer flüssigen Masse vorkommenden Formeln aus dem vierten 


*) Die Stelle der m&canique cedleste, Buch III, cap. 4, art. 30, welche hierzu 
die Anregung gab, wird weiter unten besprochen werden. 
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Capitel des dritten Buches der mecanique celeste hergesetzt werden. jedoch 
so. dass diejenigen Glieder der Entwickelungen, die sich im Laufe der Unter- 
suchung als nothwendig verschwindend ergeben, von vorn herein weggelassen 
sind. Der Ort eines beliebigen Punktes wird bestimmt durch die Entfernung 
desselben r vom Schwerpunkte der ganzen Masse und durch die Länge und 
die Breite auf einer um denselben als Gentrum beschriebenen Kueel: die eine 
Seite der durch dasselbe hindurchgehenden Rotationsaxe der Masse wird als 
positive (nördliche) betrachtet, die Länge mit 4, das Complement der Breite 
mit »# bezeichnet. Für einen beliebigen Punkt der NRüssigen Masse wird die 
Entwickelung 


n\Y) 


1.) r = bi+XY,(b)) 


vorausgesetzt, wo b der Parameter der (äusseren) Grenzfläche einer bestimmten. 
unendlich dünnen homogenen Schicht mit der Massendichtigkeit o/b) ist. wo 
Y,(b) eine Kugelfunetion »" Ordnung in Bezug auf die Elemente 9 und g ist. 
in deren 2»--1 Constanten der Parameter b eingeht. und wo die sämmtlichen 
Y,(b) einer kleinen Grösse erster Ordnung proportional sind. deren höhere 
Poienzen vernachlässigt werden. Eine scharfe Definition des Parameters b 


liefert die Bemerkung. dass der Inhalt der zu demselben gehörenden Oberfläche 


FR ‚2 N R i \ ”n 
durch das Integral / / rsindd3dgy gemessen wird. da der Cosinus des Win- 
0) 0 


kels des Radius vector mit der Flächennormale hier um Grössen der zweiten Ord- 


i 


nung von der Einheit verschieden ist. Setzt man aber in das Integral für r’ den 


I 
Werth 5’(1+28Y,(b)),. so entsteht nach einem bekannten Satze der Werth 


des Inteerals 4b’. Also ist b der Radius einer Kugel. deren Flächeninhalt 
dem Inhalte der in Rede siehenden Oberfläche gleich ist. 

Wenn man die Winkelgeschwindigkeit der gegebenen Rotation mit w 
bezeichnet. so hat der Ausdruck 


9 \ u De > w" ER O\\.2 
(R.) zum Bi u (1 —P; (c0s9))r 


die Eigenschaft. dass seine nach drei auf einander senkrechten Richtungen 


venommenen Differentialquotienten die betreffenden Componenten der aus der 
Rotation sich ergebenden Centrifugalkraft in Bezug auf den Punkt (r, 9, g) 
liefern. Wenn ce den Werth von b, der der Oberfläche der ganzen Masse 
entspricht. und f die Einheit der Kraft für die Massenanziehung bezeichnet, so 








=) 
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2) . .gp ® 4r j " \ ) N 
stellt der Ausdruck w’e die Gentrifugalkraft. der Ausdruck —, / fo(P) Pd» 
Ü « 


die Anziehung der ganzen Masse für die Punkte des Aequators der Ober- 


wc 
n soll 


Tr De 
= / Tecd)B’ao 
Ü r 


(0) 


fläche im Durchschnitt *) dar, und der Quotient 


einer kleinen Grösse erster Ordnung proportional sein. 
Das Potential Y der Anziehung. welche die ausserhalb der Nüssigen 
Masse befindlichen Massen auf einen Punkt (r, 9, g) desselben ausüben. wird 


durch die Reihe 


ausgedrückt. in der }, eine Kugelfunction x” Ordnung von den Elementen 
3 und g bedeutet. und der Werth »V,e”” getheilt durch den Ausdruck 


m 5°, ! u 

a / [ei P)P’d> einer kleinen Grösse erster Ordnung proporlional ange- 
o 

nommen wird. 

Die Bedingung des Gleichgewichts für die rotirende Masse. dass die 
Resultante aller hier wirkenden Kräfte in Bezug auf irgend einen Punkt der 
lüssigen Masse senkrecht gegen die Fläche constanter Dichtigkeit gerichtet 
sein muss, der derselbe angehört. nimmt die Form an. dass das Aggregal 
W der Potentiale von sämmtlichen anziehenden Massen und des Ausdrucks 
w° Pe iz 
>- (1—-P;(cos3))r eine reine Function des Parameters b sein muss. und 


hieraus entsteht die Gleichung: 








eb R N x »  .. dY.(B)r) | 
= taf o(P) Pd — +4n 2 / Ham B 
J fx 7 a g‘ fx \r, dß I (2n A)putt 
24 0 
ir | aa EEE FE NT u r" 
(4) Han / fe(P)Pdp+AnZ / foe(P) Cat T —dß 3-77 
ı >) ee (Li) - T 
b zZ b : 
w” 9 w’ ‚ b) — ‚ . an ° ’ı\ 
\ La sh a P,(cosY)r+2Y),r" = Function (b). 
2 


Nach Substitution der Reihe (1.) für r liefert das Prineip, dass eine nach 


J 





Kugelfunetionen fortschreitende Reihe einer von 9 und g unabhängigen Grösse 
nur dadurch gleich werden kann. dass die sämmtlichen Glieder. die Kugel- 


*) Dieser Ausdruck ist hier nicht im strengen mathematischen Sinne gebraucht, 
sondern soll nur den Umstand bezeichnen, dass der Unterschied zwischen den cor- 
respondirenden Werthen für den vorliegenden Zweck unwesentlich ist. 











- Lipschitz, Vertheilung der Dichtigkeit im Innern der Erde. 


functionen von höherer als der nullten Ordnung enthalten. verschwinden. die 








(Gleichung 
1 
=) 
" —n+?2N b" i | 
Pr fo(P) eur na “ er (cos4 JE +r,D iin (0 


für » 2. Die eckige Klammer [ ] soll andeuten, dass das eingeschlossene 


Glied zwar für »—?2,. aber für keinen anderen Werth von » Geltung habe. 
Aus der Gleichung (5.) folgt nun durch Differentiation die Differentialgleichung 


or. ID - _\rım_ _e®@ _ dYuC) 


db’ 6° frz oe (H) PA’ dP N / "e(#) B’d3 db 


0 0 





welcher man die Form 


PY, 20 (b)b° ıY, 20 (b) b’ | | 
6*) nn uw DL Aa | Zr + - nn BR n"—n\)} 
(dlogb f’ er | See 18 


0 0 








— 0 


nn 


o(b)b’ 


7) 9 
Bf ED B°aR 


0 


von b, d. h. das Gesetz der Dichtigkeit, in diese Differentialgleichung eingeht. 


veben kann. Der Ausdruck 





mittelst dessen die Funetion o 


ist eleich der Dichtigkeit in irgend einer Schicht, dividirt durch die mittlere 
Dichtigkeit des Theiles der flüssigen Masse, welcher durch diese Schicht ein- 
eeschlossen wird. 


$. 2. 
Aus der Relation 
(7.) e(b) = D-Eb!, 
welche von hier ab der Untersuchung zu Grunde liegen soll, ergiebt sich der 
Werth des Integrals 
a) Seara- E-T, 


0 





da D, E, i von b unabhängige Werthe bezeichnen, und es wird 














(9,) o(b)b’ DW’ —EiR D — Eb* 
\s = "mp  Eb 7 D Be 
d PR En AU 

F o(B)R’AB ne F-ı0 
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Dieser Ausdruck giebt die Veranlassung, statt der Veränderlichen 5 eine neue 
! einzuführen, die mit derselben durch die Gleichung 





3E 5; 
(10.) en (A- 37D” 
verbunden ist. Auf diese Weise geht die Gleichung (9.) in die Gleichung 
et ee 1 Ar 
/ oA) A’AB e. 


« 
ı 


über und die Differentialgleichung (6*.) verwandelt sich, da 


1 
dlogb = 3 dlogt 


ist, in die folgende: 
d’Y, RE. a 2))t dY, 6—n"—n— (6—n’—n— 2A) t 


a — + N 
(dlogt)' A dlog! j 


12.) A-0) 


Die Form derselben stimmt mit der Form der von Riemann in seiner Ab- 
handlung über die durch die @Gaussische Reihe darstellbaren Funetionen *) 


n ö 0 
pag. 19 für die Function P(, e „ r) 


überein, weshalb ich zwei parliculare Integrale, die nach steigenden Polenzen 


gegebenen Differentialgleichung genau 


der Grösse f geordnet sind, sogleich hinschreiben kann. Es sei der positive 


Werth der Quadratwurzel y44°+ 1244 (2n +1)’ = R,. ferner 


(13.) 2zn+i+R, _ ie 2n+i1—R, 3 2n +1 
2). TER SET Sue 
so sind es. wenn man nach Gauss 
"PR RE WERE WEB. Be de ed) AR 
Wi Eis », J I N 2 rd 14 \ 
14 w.y\YH 


setzt. die beiden Reihen: 


(14.) et! F(a,+1, ß,-+H, y„+, Lt) 


und 
n—)3 


15) ET Foo, +H,—-B,H, Hl, 8). 





Dieselben entsprechen den Ausdrücken, die Laplace art. 30 des angeführien 
Capitels erhält, indem er von der Erwägung ausgeht. dass, wenn die Dichtig- 
keit der Schichten von der Mitte der Masse nach der Oberfläche hin abnehme, 





*) Abhandl. d. k. G. d. W. z. Göttingen. Bd. VII. 
Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft !. 2 
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dieselbe in eine nach steigenden Potenzen von b fortschreitende Reihe ent- 
wickelt werden könne, und dass deshalb 





( \ | A__ it zu eb Pe BR AEb/ = r 
oe(b)= D—-Eb’—ete., ra = GERE)T etc. 


anzunehmen sei; und wir bemerken nach dem Vorgange von Laplace, dass 
von den Particularlösungen (14.) und (15.) nur die erstere für unseren Zweck 
geeignet ist, da die zweite für b5=0, d.i. auch für £=0, einen unendlich 
grossen Werth erhält. 

Es fragt sich nun, ob ein Grund vorliegt, eine solche Relation zwischen 
den Constanten des Problems anzunehmen, dass die Grösse t = 55 b* für 

A -+ 

alle Werthe von 5=0 bis b= ec numerisch unter der Einheit bleiben muss; 
denn wäre dies nicht der Fall. so hätte man für das Integral der Gleichung (12.) 
je nach dem Bereich, in dem die Variable sich befindet, andere Formen von 
Reihen anzuwenden. Da die Constante 4 nur positive Werthe annehmen soll, 


wie oben bemerkt ist, so hat £ seinen grössten numerischen Werth für b=e 


ö de i 3E ’ 
und es handelt sich um die Grenzen des Werthes a = arsD Dieser 


\ 


Werth ist aber stets kleiner als die Einheit und auch positiv, wenn der Quotient 
des Verhältnisses der mittleren Dichtigkeit der ganzen rotirenden Masse zu der 
Dichtiekeit an der Oberfläche derselben ein unechter Bruch ist; und da bei 
unserer Erde diese Voraussetzung unzweifelhafte Gültigkeit hat, so soll die- 
selbe schon von hier ab festgehalten werden. Wird dieser Quotient durch & 


bezeichnet, so geht die Gleichung 


— 


a6) — Lt - 
3f el) R’a8 


>. 
s 


vermöge der Gleichung (11.) und der Substitution b=e, t=u, in die fol- 


gende über: 











‚ 3— (A+3)u 1 
ee 
die für «x den Werth 
18.) s—. 
(18. = 143, 
gt 


liefert. und dieser besitzt wegen der Ungleichheiten S > 1. A >> 0 die ange- 
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führten Eigenschaften. Also bleiben die Reihen (14.) und (15.) für alle hier 
auftretenden Werthe von £f convergent. und die Function Y,(b) hat nothwendig 
die Form 


419) Y,(b) = K,t* F(a,+1,9,+1,7,+1. 8). 
wo K, einen durch die Gleichung (5.) zu bestimmenden von b unabhängigen 
Werth bezeichnet. 
Zu dieser Bestimmung ist es ausreichend der Variable b einen speciellen 
Werth beizulegen. und es liegt nahe b=r zu setzen. wodurch \5.) die ein- 
fachere Form 


| d(Y.(PW PP) ‚> 1 
| ar ACH fe(P) dB raf fe(B) a Parden 








(5*.) | 
W 3 / Q\2 a 
IT P,(cos9) ec |+V,c 0 
annimmt. Um den Ausdruck Y,(b) aus (19.) hier zu substituiren, sei 
(+3)D a: 
Zn ze k in L.x " . P :(&T) 4 
2. 23 
geseizt, und es kommt, da b=(zt)',. c=(zu)‘ ist: 
7T r 4 f_ T mr > N \ 
—— [fDL,1-u)(zu)’F(a,+1,P,+1.y,+1, u 
ht ) 
(20.) (-+4nfD I“ a yalan) FH, Hut, ©) 
-AnfDL, 1—- —— 7 Zn — dr - nn 
HAafDl. r d n 
In--I)xu) X 
@ h Be: 8, 
3 P,(cos#)(zu)‘* | - V,(xu)‘ 0. 


Durch theilweise Integration erhält man 


F a, A+ Arie, A #7 ca en 1, 7% | 112), 








3 F ME _- 
a Ft ES TE Rlasl,dulyurt old, 
: .. 2n +1 
und weil nach (13.) u ne zz ferner das Integral 
%ı Y 
/ t "F(a,+1,.P,+1,y.+1. 7)dr y, ii rt DE 1. 9,4 1,7 vv 2. u) 
o . 


ist, so wird aus der Gleichung (20.) nach Weglassung des allen Gliedern ge- 
2 %* 


J 
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meinsamen Factors (z«)* die Gleichung 


Ä | ; Lach | L 
\dafDL,.- ı(1—u)F(o,+1.9,+1.7.+1,0) + In ((1- + FF o,+1,P,+1,7.+1,u 


(21.)/ 
\ 1-13 .r 2.98 | 
BEN RER RE HET 7) DR , v0 





u 


Dieselbe zieht sich durch die folgende Relation inter functiones contiguas 
zusammen 


. Fr \ nn rn -B, «u On : 
\1-u)Fle,+1.P,+1,.y.+1,«) +2 ES - — "WR a,+1.P,+1,y,+2, u 
Yn Ei Yn ‚(Yu J 


= F (a I 


ns | 


\ 


, 
welche man nach Anleitung der ersten Section der disqu. gener. circa seriem 
infinitam ete. *) leicht beweisen kann. Denn aus den Werthen von «,, P,, /. 
ın (13.) folgen die Gleichungen: 


& , Pn as ... F 3) 





> 
„up. =Vd. z | i 
en Yu 2n +1 


so dass zur Bestimmung von ZL, die Gleichung 


ni HK 


\ I /, A- 
\ AnfDL, (- IF(a,,Pun>sYas%)+ 11 (1 — En) F(a,+1,.P,+1.7.+1,%) 











(23.) | 
| — = P, (cos 9) +, = 0 
3 Er ’ I n 
bleib. So erhält man den gesuchten Werth 
Fa 3 — [= P,(«os | m V. 
Br), Be yore SePr Rn _ 
4nfD ne ni 3) | 


F (a, Ons7n,U) u -— Ku 1,B.- 1, Yu + 1,u) 


und für die Kugelfunction Y,(b) den Ausdruck 


2 n—?2 
w 7 © N ! \ 
3 (-[5 P,(cos#) | | v,) (at) * Flaut1, Anl, zur1,t) 


(24. Y,(b) = ae nee nennen nen 
Ben Br nfD 3— (4+3) 
er. F (a,, Pa,Yu, u) — u. ne dm (@..+1, +1,72-+1,u) 
® 








Mit der Aufstellung dieses Resultates schliesst der erste Theil dieser 
Untersuchung ab, dessen Zweck dahin geht, die Form der Flächen, in denen 
die Dichtigkeit g constant ist, unter Voraussetzung der Gleichung (7.) wirklich 
zu bestimmen, nachdem Laplace allgemein gezeigt hat, dass diese Bestimmung 





*) Comm. soc. Gott. recent. Vol. 11. 








R 
3 
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für jedes Dichtigkeitsgesetz ausgeführt werden kann: denn die Einsetzune des 
Werthes von Y,(b) aus (24.) in die Gleichung (1.) giebt den Radius veector 
r als Function der Polarcoordinaten 9 und . d. i. die Gleichung jener 
Flächen. Die Gleichung für die Oberfläche der ganzen Masse. die dureh die 
Substitution b = e erhalten wird, 


r e(1+L°Y,(e)). 


kann man jetzt mit derjenigen Darstellung derselben vergleichen. die Laplacı 
unabhängig von einem bestimmten Dichtiekeilsgeselze ableitet, indem er an- 
nimmt. dass die Resultante aller Kräfte. die auf einen Punkt der Oberfläche 
wirken, bekannt und in eine nach Kugelfunetionen der Elemente 4, g Tort- 
schreitende Reihe entwickelt sei. Diese Resultante entsteht. indem man das 
Aggregat W in (4.) nach r differentüirt. dann für r die Reihe (1.) einsetzt. 
und darauf b—= e nimmt. Wird daher für diesen Differentialquotienten ( 5 ) 
die Reihe 
(25.) =, Wr, 

angenommen, wo %, eine bekannte Grösse und zwar eine Kugelfunelion a“ 
Ordnung von den Elementen 9 und y bedeutet. so kommen die Gleichungen 


‘ 2 


2w 


a — fo )ß dp e ——(, 


IR 
(26.) I — — 8nY,( Vf fo( P )/9 ap 


\ 
0 


et 2 °) n 1 u .. - 
i -A7 Sf fo( de dj Ant): —- | 2 P.(cos®)e| - ne" Y,. 


f 


für a2. Durch Verbindung derselben mit der Gleichung (5*) erhält man 
alsdann für Y,(e) die Bestimmung 


IW 
— Ei (cos ıF) J - 2Rr NV, 1, 
(n- je es fo(ß) 5’dPß 


während in Folge der Gleichung (24.) 


3 (-15 P.(cos® | +V.) ce? Flau-1, a +1,71, u) 


(24 ”.) Y, (c) u Be ER 
DE S-AF 3) u 
” F(a, >) Pas Ya; u) un EB Bi F(«, ' 1, Pi 1, Yu | ß: u) 


” 


@.) Tl) = 





ist. 
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S. 3. 

Ich lasse jetzt die Voraussetzung eintreten, dass die Wirkung der 
ausserhalb der rotirenden Masse befindlichen Massen aufhört, oder dass die 
sämmtlichen Functionen }, der Reihe (3.) verschwinden. Dann lehrt die 
Gleichung (24.) dass auch die Grössen Y,(b) für n.—-2 gleich Null werden, 
und dasselbe gilt hierauf wegen der Gleichung (27.) nothwendige von den 
Grössen W,. Mithin wird die Form der Gleichungen (1.) und (25.) die 
folgende: 


r=5(141,0)), -() = Br l, 


or 
ferner hat man aus (24.) 
-7 P,(cos®#) Fa 1, 8-41, y-1,t) 


F(a, 8,7, u) FD 4,8, yH, u) 


3 
 AnfD 








Y;(b) 


u} 

wo statt der Grössen &. Ps. 7». Wie von jetzt ab immer geschehen soll, «, 
P, y geschrieben ist, und endlich aus (27.) 

Iw’ 
37 gg (cos u) c+ MW, 


EDER Semsuikiäkili 
Eu CT. 
Es 


Hieraus ergiebt sich für Y;(e) und W, die Darstellung 
Y.(e)=yP;(cos9H). WW = mwP;(cos?), 
wo 9 und w reine Constanten sind. und demgemäss für einen nach einem 
Punkte der Oberlläche der flüssigen Masse gezogenen Radius vector 
(28) r= e(l+9yP:;(cos)). 


und für die Resultante der Kräfte, die auf einen Punkt der Oberfläche wirken, 














oW 
y - I ——— — Dit; nm Ey < 
29.) (— W,tmwP,;(cos#). 
Für 9 kommen aber die beiden Gleichungen: 
' 1 w”F(a@-41,ß--1,y-+1, u) 
(30°) 9 — - ; - — 
| 3_Qar3 ) 
0 F(a, d,y, u) - Ar Abus F(a@--1,5-41,y+1, u) 
und 
IWW 
he 17W 
(30°) 9 


ES reaap 





i4 
a 
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zu denen noch die Gleichung aus (26.) 
ne ( Ar b; 2w'c 
- F\ > — o(/ ) 2 . ni 
(30 .) I, = / foe(P)P d’ 3 
( 
hinzuzufügen ist. 

Nach diesen Vorbereitungen wende ich mich zu dem zweiten Theile 
der Untersuchung, nämlich zu der Erörterung der Frage. wie die Constanlen 
D, E, 4 der Gleichung (1.) 

vu(b) = D-kEb, 


u; 


aus der die Gleichung (30“.) hervorgegangen ist. aus denjenigen Grössen 
sefunden werden, die für den Fall, dass die rotirende Masse unsere Erde ist. 


. .. . . . Ki .. oW 
der direecten Beobachtung zugänglich sind. Da alsdann die (Grösse ( | ) 
Or + 


der Gleichung (29.) mit dem Werthe der Schwerkraft in einem Punkte der 
Erdoberfläche von der geographischen Breite = — 4 und der geographischen 
Länge y zusammenfällt, da ferner. wenn / die Länge des einfachen Seeunden- 
pendels für den Punkt (9, g) bezeichnet, die bekannte Gleichung 


a N 


x Or 


silt,. so liefert die Combination von zwei oder mehreren Pendelbeobachtuneen 


für Orte von verschiedenen Breiten die Grössen %, und w*). 
Die durch Beobachtung bekannten Grössen, vollständig aufgezählt, sind 
demnach die foleenden: 
1) die Aequatorialaxe der rolirenden Masse 2a. 
2) die Winkelgeschwindigkeit der Rotation w, 
3) die Constante ®,. 
4) die Constante w, 
5) die Dichtigkeit der Oberfläche o(e), 
6) die mittlere Dichtigkeit der ganzen Masse So(e). 
Um aus (30°.) und (30°) den Werth 9 zu bestimmen. müsste w’e be- 


r . x. a . . |; 
kannt sein; da aber die Grösse | -— eine kleine Grösse der ersten Ordnung 


*) In der Einleitung sind der klareren Vorstellung halber der Werth der Schwer- 
kraft unter dem Aequator =W, — 4w, und die Abplattung der Oberfläche = — }4 
als die beiden aus den Beobachtungen zu ermittelnden Constanten angenommen. 
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a 
3 
A 
7 


ist, so wird der Ausdruck 


we (1 -) 


nd / fecB) B’dp 


FE 


von der zweiten Ordnung und ist deshalb zu vernachlässigen, so dass man 


die Gleichung 


wa 
e 3 
.- . 0. we '° 
MR, : er > 
ı) 
’ w sah 
oder, weil auch Th der ersien Ordnung sein muss, die Gleichung 
0 
Io’. 
mr Daun 
32.) = — 
\ J , MW, 
erhält. Den Werth ec bestimmt jetzt die Gleichung (28.), indem 9 = 7 
2 9cos u —f1 ’ r 
folglich P, (cos) = u sleich —} wird. und r in a übergeht, 
a= c(l-14y); 


weil y eine kleine Grösse erster Ordnung ist. so ergiebt sich der Werth 
33.) ce= all+4y). 


Um die Werthe D und E durch die Grösse 4 auszudrücken, hal man 
erstens in (7.) b= e zu setzen, d. i. 
o(c) = D-Ec‘, 
und zweitens nach den Gleichungen (17.) und (18.), wo 
ie 5 
u —— nn C 
(+3) D 
gesetzt ist. 
31 u) 1 


3-ar9e 





Demnach wird 


»ı _ @A+39)D  A+-NE—I) 
Ed=-- gy _—_ı= ar3)83 P» 
A 


/ et 4 “i mw 
o(e)= D-Ec' = ALB)E 3 D, 








# 
; 
€ 
i 








folglich 





re a EEE ie, 


oder, wenn man den Werth von e aus (33.) anwendet. 
(E—1 


" nf 4 (+8 
oR% N Be’ 4 de ae 
35" E a (1 5 y) n 


od 


Schliesslich aber kommt durch Gleichsetzune der beiden Werthe von » aus 


PTR | i : D, u Fr 
30°.) und (30°.). da —F / fo dp = iu (1—»)e ist. die folgende Gleichung 
ef « 
für die Grösse 4: 
36 ou F(@e-+1, 9-1, y-+1, u IC — IW 
« ;r ee ne Val ip ER en BT ig 
> i 9— (AFJ)U „,. , | | | e1—u 
F(«, ß,y,u) — ei F(«a-+1,$-+1,y-H1, u 





Die Lösung des gestellten Problems hängt jetzt allein von der Discussion 
dieser Gleichung ab: deshalb scheint es angemessen, die Ausdrücke der Ele- 
mente a, 9, y. u durch 4 noch einmal hinzuschreiben: es war nach (13. 


und (18.) 


ee N b) -R Be I- R an > Er &- 1 R 5) >: 
31. ‚OL "ur - | _ —. Ge zT ° u = Far 37 | u R | 44 t 124 £&o) 
ee 
3 ° 


$. 4. 
[ . . . . % . W . “ » . 1 
Multiplieirt man die beiden Seiten der Gleichung (36.) mit — (1--u 
. [CH 


und vertauscht in den Brüchen auf beiden Seiten Zähler und Nenner. so komm! 








re Fa, ß,; Y5 ) r e- (A un 3) u - wc 
A—u)F(a+1,6+1,y-+1,u) 5i—u) 5W’c— 3m’ 
_.— am, 3—-A+S)u 1. 
folglich. da nach (17.) = T ist, 
98 F (a, d,y, u) oo wc PA 3 
(98.) A—u)Fla+1,d-41,y+1,u) 7” 5Wc— 3m | 58 


Aus einer bekannten von Euler herrührenden Gleichung: 
(388*.) Fla,ß,y,u) = (l-uP"TFly-a,y—P,7,u). 


erhält man durch Einsetzung von «+1, +1. y-+1 für «, , y die Relation 


') 


F(@e+1,8+1,y+1,0) = (1-u)PIFly—o,y—P,y+1,u). 


Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft I. 3 
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welche in unserem Falle sich, wie folgt, vereinfacht: 


F(@+1,P+1,y+1,u) = (1-u)""F(e, ß,y+1, u). 
weil nach (37.) —e—P=0 ist und die Elemente « und ? mit einander 
vertauscht werden dürfen. Wird nun die rechte Seite der Gleichung (38.). 


die aus lauter gegebenen Grössen besteht, 


ce 3 


a 


wc — 3Ww JE 
gesetzt. so verwandelt sich die Gleichung in die folgende Gestalt: 
F(e, P,7; = 


(40.) — Zu SI, 
En Fa, ß,y-1,u) ' 





welche für die vorzunehmende Discussion geeigneter ist als die ursprüngliche. 

Es soll jetzt eine Relation inter functiones conliguas benutzt werden. 
um die linke Seite der Gleichung (40.) in einen Kettenbruch zu verwandeln. 
Seizt man in der Formel (16.) der angeführten Gaussschen Abhandlung (y+1) 


für y, und « für x, so entsteht die Gleichung 


F(o, ß,y,W—F(a, ß,y+l,u) = SQ per (a4 H1,#+1,y+2, u), 


welche durch Division mit der Function F(«, 5, y+1,«) die folgende wird: 





(41.) Br 2 4 Fr 2%, a) 
(4. F (a, ß,y-+H, u) | 7G+D" Fa, ,r7-H,u) 


Es ist aber in Folge der Eulerschen Gleichung (38 *.) 
F(a+ 1. P-+1, +2, u) = (1-wjr er F(y- -a+1, 7 PH 1,7 +2, u) 
F(o,ß,y+l,u) = l-wW FH F(y—ae+rl,y-P-+1,y+1,%) 


folglich 





 FCa, ß,y-+1, u) Au F(y—a-+1,y— P+1,y-+H1,u) 








F(@«-+1, P-H1,y-+2, u) 1 F(y—a-+1,y— P+1,y-+2, u) 


und deshalb entsteht aus (41.) die Gleichung 


42.) F(a,d,y+1, u) a se 1 
FRA ed u Feycethr AH ram 


"yo -+ND 1-u Fra +1, y— P+H1,y-+1, u) 











Hier hat der Quotient, der im Nenner der rechten Seite als Factor der Grösse 


u BEE vorkommt, dieselbe Form wie der Quotient, der die linke Seite 


+ 1-u 
bildet. und kann aus diesem erhalten werden, indem respective die Grössen 


y+1 an die Stelle der Grössen «, 9, y treten. Diese 


y—a+l, y-P+. 


/ 


2 een 
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Substitution in (42.) ausgeführt giebt sogleich die Relation 


F(y—-e- 1,7 ß 1,7 2,4) 1 


For-atlr rt) |, GTetlo@—AHN u Flat, 743, 
(y H1)(y 1-2) 1 u F(a- 1, $- 1,y | 2,.u 


und die Einsetzung dieses Werthes in die rechte Seite von (42.) liefert den 
Anfang einer Kettenbruchentwickelung, die offenbar durch wiederholte An- 
wendung von (42.) nach Belieben ausgedehnt werden kann. Um die Anwen- 
dung dieser Entwickelung zu erleichtern. mögen folgende Bezeichnungen ein- 
oeführt werden: 

F(@e+n,8+n,7+2n--1, u) 


r 2n» 


| F(a-+n,$+n,7-+-2n, u) 





For—atn ty otnthrtentdu _ 
(43.) F(y—a+n-+1,y— PA+n-+1,y-+2n+1,u) ärchis 
Era eE Fi 
| (+2n N) (y +2) 
(@a-+-n)(P--n) 
Oan+1% 


EZ DIE Zee 


so dass für einen beliebigen Werth der ganzen Zahl m die Darstellung 














1 
4.) w= —— = 
ne Fe 
u 
ru 
er 2 u 
a 
u 
1 een 
a Te Y 
stattfindet. 
Vermöge dieser Bezeichnung nimmt die Gleichung (40.) die Gestalt 
A 1 
(40 er VW, — r 
an. Aus der Gleichung « = u... folgt 
jun. 2 E 
Fr u 3($-N1 5% 
(45.) 1i—u & Yale © 


wo die Grösse Z, da 5 nach der oben gemachten Annahme stets grösser als 
die Einheit ist. immer positiv sein und unter dem Werthe 3 liegen muss. 


Um die Grössen e,, und e,,., zu bilden, dienen die aus (37.) folgenden 
5" 


ä 
1 
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Gleichungen 


“ \ 











u > A-+9 
\ (n+e)(n+P)=n+ RE , 
. 4 ; L rs 
(IT*) « > 
.ı) 
ER Ar - - 
y-—a—ß=0, y= . 
und man findet 
u W—NA+5n—3 . 
6; = — —., 
' ”» d—u ((n- —1)A-+5)(2nA- - 
46.) / ne nie 
u (n- I)A- +9R— 9 a 
En — = —L. 
a er (2nd- POITeT H-1)A+5) ° 
Der Kürze halber werde 
; u 
47.) e ——=f 
( ; m 1 u 5 
vesetzt. dann folgt aus (46.). dass die Grössen f, für m 2 stets positin 
sind. indem nach der Annahme 4-0, 2>>0 ist. dagegen hat f, den nega- 
a3 „ r ; ’ ce 
iiven Werth PEN Ferner schliesst man mittelst der Gleichungen (37 * 
9 (4-19) 
dass die Gaussschen Reihen. welche für m = 1 Zähler und Nenner der Functio- 


nen , bilden, aus lauter positiven Gliedern bestehen, und dass jedes Glied 
eines Zählers einen kleineren Werth besitzt als das eleichstellive Glied des 
zugehörigen Nenners. Folglich ist der Werth eines jeden w,, für welches 
m 1 ist. ein positiver echter Bruch, und wenn man daher in die rechte 
Seite der Gleichung (44.) an die Stelle von w, nach einander die Null und 
die Einheit setzt. so erhält man zwei Grenzen. die den Werth von , ein- 
schliessen. 
Es werde nun die Bezeichnung 





1 - eu TR 1 
Arm 


eingeführt, wo h nach der Natur der Sache kleiner als m sein muss. so sind 





pP) und 7” die angegebenen Grenzen für den Werth von w,. oder in 
anderen Worten, derselbe liegt immer zwischen zwei aul einander folgenden 
Näheruneswerthen der ohne Ende fortgesetzten Entwickelung (44.). Aus 
den allgemeinen Formeln für die Näherungswerthe eines Kettenbruchs *) er- 
veben sich in Folge des Umstandes, dass die Grössen f&. f. ... sämmtlich 


*) Methodus nova integral. val. etc. art. 17. Comm. soc. (Gott. recent. Vol. III. 





SEHEN 
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positiv sind, die Ungleichheiten 
„rrl?2) „rr(t) & ur 
r vr ? r 


(3) (5) 7) 
| vr, > gg r 


AL 
(49.) p Br... ip‘ !n) . a +1) 
1 .& j 
| in tm—1) ins) - 
P B | f 
us 2) ip" 1) | N e 
per. / 


Ein Blick auf die Gleichungen (46.) zeigt, dass die Grössen f,, für keinen hieı 
vorkommenden Werth von 4°) mit wachsender Stellenzahl m über eine gewisse 
leicht anzugebende endliche Grenze hinaus zunehmen: mithin bleibt er auch 
bei wachsendem m ein von der Einheit um eine endliche Grösse verschiedener 
echter Bruch, und die letzte der hingeschriebenen Ungleichheiten lehrt. dass 


die Differenz 
m—1) { (m) 


d ( (5 
r ”, 


durch passende Wahl von m einen numerischen Werth erhalten kann. deı 


unter einer noch so kleinen gesebenen Grösse liegt. Weven der Gleichune (4= 
hat man offenbar 
un (m) 1 
\ 15 .) P, s56 E == (m) 
1-+f} er 
und für den speciellen Werth Ah = 0 
Pa 5 1 
(48°. pm) II. BREI OR 
\ / #1 » (m) 
1 - f; w 
E 1 pri > . A +09 ” 
wo f, nach einer früheren Bemerkung den negativen Werth Gwen hal 
| 9) " 


. . Mr > (m) . . 
Hier kann der im Nenner stehende Ausdruck 1+-f, 7, niemals gleich Null 


(m) ° . er . Bi (m) ° . . 
werden, da 7, „ wie die sämmtlichen Grössen %, , bei h l. einem posi- 


tiven echten Bruche gleich ist. und da von den beiden Factoren von - f. 


4 T ) C Pr 3 . . \ 
IE und 775 dasselbe gilt. Deshalb zieht man aus (49.) den Schluss. 


dass die Uneleichheiten 
‚W(e). (4) _— (6) 
er < P 


0 
r u) —_ 60) ww) 
(I0.) | gi wer. r >  $ 
{ 2n— — Use: — wopt2 
| - 1) j BER » 1) 





*) d.h. für keinen positiven Werth, da die negativen Werthe und der Wertl: 
Null ausgeschlossen sind. 
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bestehen. und dass die Differenz 
a 
bei wachsendem » numerisch kleiner wird als eine noch so kleine gegebene 
Grösse. Da aber die Function v,. wie erwähnt worden. stels zwischen den 
Werthen F” und 7’ eingeschlossen ist, so enthalten die angeführten 
Thatsachen den Beweis dafür, dass die Näherungswerthe der ohne Ende fort- 
vesetzten Entwickelung (44.) zu einer beliebig genauen Darstellung der Function 
y, geeignet sind, deren Art und Weise durch die Ungleichheiten 
51.) Fed y,> Pen 


bezeichnet ist. 


$. 9. 
Um zu dem Beweise des Satzes zu gelangen, dass die Gleichung (40*.) 
nur durch einen einzigen reellen positiven Werth 4 befriedigt werden kann. 


bilde ich die aleebraische Gleichune für 4: 
’40° \ um) _ 
(40°. u 2 


welche vom m" Grade ist. und zeige von dieser. dass sie stets nur eine 
einzige reelle positive Wurzel 4” haben kann. welchen Werth die Zahl m 
auch annehme. Dass diese Gleichung für 4 vom m" Grade ist, ergiebt sich 
sogleich. wenn man die einzelnen Gleichungen, die m = 1.2, ... entsprechen, 
successive bildet, was später geschehen soll. Die ausgesprochene Behauptung 
wird aber dadurch begründet werden, dass aus der Ketltenbruchentwickelung 





(48°) a ang 1 PR. 
TE 
1 ® f; z 
Ar... , 
Arm! 

welche aus (48.) durch die Substitution A = 0 entsteht, der Differentialquotient 

jim) I 
ui — abgeleitet wird. und dass derselbe sich für alle nicht negativen Werthe 

(IR u 


von 4 als wesentlich positiv erweist; während nämlich bei der Function 
die Ausschliessung des Werthes 4=0 durch die ursprüngliche Definition (43.) 
veboten war, so ist dieses bei der Function 7” nicht der Fall. 
Die Gleichung (48°.) liefert für die Grösse f, #/”’ den Ausdruck 
ee a 
pr) 


fı pi” un 








1 
8 
| 
N: 
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nimmt man von beiden Seiten dieser Gleichung die Logarithmen und dil- 


dieselben nach 4 (wobei das Differential di fortzelassen werden 





ferentiir! 
kann), so kommt 
(m) az im) 
' dp, dlog 
. | WS (m) u „ «Js (m) . serz te) ch. ER 
dlog fi + dlog F”' — E70 dlog 7 1 pm 


oder 
(92.) dlog zeig - ( > ig I)(dlogf, -dloe P”’). 


Auf gleiche Weise folgt aus (48°) die allgemeinere Relation 
(53.) dlog?” = (Fi —1)(dlogf,.,4 dlog 7"). 


Setzt man in dieser = 1 und substituirt den Werth von dlog #7” in (92.). 


h=%2 und substiluirt in der neuen Form von (92. 


selzt man dann in (99.) 
zu der Sub- 


den Werth von dlog 7”. und wiederholt dies Verfahren bis 


stitution a=m—1*). so entsteht folgende Darstellung des Differentials dlog #"' 


d log ( .. ri ‚dlog fı 
91) (91) dlogf; 


| (PW 1) 7 - B;. ( vn )‚dlog Eö,.. 


Für den speciellen vorliegenden Zweck ist es angemessen, den Factor (P"’—1 
auf die linke Seite der Gleichung zu werfen und zu bemerken. dass der Factor 


l | 
u ( J(m) rap rn ıp . 37 [ 17 \ P 11 » 1) / N r 
wIrcu von dP“") vermöge der Gleichung (48°.) gleich dem Ausdruck 





er . h 
Eh - ist, der‘ wegen der Ungleichheiten f, O0 und #7,” >0 stets 
f pe o 8 l 
i 
positiv und endlich bleibt, und wegen der Ungleichheit 


verschwinden kann. Auf diese Weise erhält man die Gleichung 


(4 Kr wm)” dp," Z dlogf, 4 (m) 1) dlogf, 
1 


-fı F"”’ 0 nicht 








ie f, pm) = wahe di. 
55) + Ä 
" dlogfi 
+1)... ee, 
| ( 
ur. 


muss. 


a 


und es ist klar, dass der Differentialquotient - —— Stels positiv sein 


sobald die rechte Seite dieser Gleichung stets positiv ist. 


*) wo WI — 1, dlog #4” — 0 zu setzen ist. 
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4 
r D .. . . . .p = 
Um sich von dem letzteren zu überzeugen. ist die Bildung der Dif- 
: dloe dlosf, ' f a 
ferentialquotienten = Ih, aus (46.) erforderlich. und man findet 
dlogfen BL n"—1 En cs EEE a - 
di a —N)A+5n—3 2 (An—1)A+5  2ni-+5 
Mi | 
(a? —1),+5n—3) ((2n—1)i+5)(2n).-+5) ’ 
G,, = ?n (2n—1) (w’—1) + An (2n—1) (In —3) 245 (150’—17n-+8). 
36. 2 ’ . 
dlog fa. n„—A 2n 2n +1 
ur (a —1) 4-90 —3 an 4-9 (2n-+-1),+5 


I y # 
Ei - (12, l 


| a —T)A+5n—3) (2n’-+5)(2n-1)A+5) 


G,..1 = 2n(2n +1) (na —1)2°+4n (2a +1) (9% —3) 445 (15n°’—7n-+2). 
i . . ul diogf, 2 a. 
Diese Darstellungen zeigen. dass die Grösse ——_ —— x 77 5 Positiv 
' dA (4 > (A--9) 
j ? R Br ö diox 4 dlos ® e - z 
ist. während die übrigen — 1 fe. 1; 1; . ... sämmtllich negative Werthe 


haben. Da nun die Grössen Fi”. 7”, ... sämmilich eleich positiven echten 
Brüchen sind. so erhellt, dass von den Gliedern der rechten Seite der Glei- 
ehung \55.) das erste und das zweite posiliv sind. die übrigen aber vom 
„weiten ab abwechselnd positiv und negativ ausfallen. Wenn sich daher be- 
weisen lässt, dass vom zweilen Gliede ab jedes Glied einen kleineren nu- 
merischen Werth hat als das demselben unmittelbar vorhergehende, so muss 
die ganze rechte Seite der Gleichung (55.) nothwendig einen posiliven 
Werth haben. 

Das (+1) Glied der in Rede stehenden Reihe wird aus dem A" 

dureh Multiplieation mit dem (negativen) Factor 
dlog fi. 1 
"Fi 


dlog fi 
di 








(9-1) 








gebildet: mithin kommt es darauf an zu zeigen, dass der numerische Werth 
desselben unter der Einheit liegt. oder dass für h 2 





u. dlogfr __ dlogfr+i ,4_ um). 
r re: Te 1-9”) 
ist. Da aber für A—1 wegen f,.,,>0 die Function Bi 2 — ist. 
N T/h-H 
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4 r r r . . ze T 
} so wird die Ungleichheit (57.) gelten. sobald die Uneleichheit 
! ‚ dlox Br; dlocfı} f I \ 
| a.) / > / = So ) 
dA d} \ I-+-fa-ı / 


erfüllt ist. der man folsende Form »eben kann: 


- 1, dlor 8 dloo f dloof, 

E a7.) a > ( er au - Mi > 

ä ; di ” x d) d) ii 

Ä ' ” in | 

Ich unterscheide bei der Einsetzung der Formeln aus (46.) und (56.) zwischen 


einem eeraden und einem uneeraden Werthe von h. 
Krsier Fall. k=%2». Die Uneleichheil 


- 


. \ (12-450 —3) (On —N).+5)(2ni 5 
«di I. 4 


/ u] 2n 1 "11358 —3 Re 
\ 


i ) 
\ (2n—1)i-+-5 Zn +1) +5/ (2nR +5) ((2n+1))- >) 


oder durch Befreiune der linken Seite von ihrem Nenner 
.Oon ng 10 ((a’—I)i-+5n —3)’Z 
{ yn ”_ ( a —_ ( - ; : ’ 


Ar ((2n +4-1)2+5)’ 

ist alleemein für 47-0 eültie. sobald sie für = 0 besteht. da die Funetion 
(r,,. wie ihr Ausdruck in (56.) sogleich lehrt. mit wachsendem 3 zunimmt. 
die rechte Seite von (9S”.) aber mit wachsendem 7 abnimmt. weil für » | 
In—dI. ; an ne 
——— > —— ist. Für 4=0 oeht aber (58°.) in 
nl 2n --41 

QL/: ON?2F 

«(IN —9)L 


58°.) 1dn"—17n-+8 = 
ö we) 


über. und weil { stets unter dem Werthe 3 lieet. so ist (58°.) eine Folee 
der offenbar riehtiven Uneleichheit 
en Zus 2 6(An —3)° 
(98°, Ian —1tn+8 >: “ 
“o 
Zweiter Fall. kA=2»-1. Die Uneleichheil 


(19, 1 ( n"—+- 2n N | 


-g\ Kan +-9n—3) (2nA-+5)((2n-+1))-+5) (n’+-2n)i.+5n-+-2 —T)A-45n-—3 

IJ.)\ 
2n—-2 2n ) (n’-+2n)\ +5n--2 ee 
2n+2)I-+5  2ni-+5/((2n-1)%-+5)((2n+42)A-+5) ” 


oder nach Weeschaffung des Nenners der linken Seite 





((2n +2) 45)” (2n-+2)3-+5 


\ 5 
Pe en: * ‚> 
+ 


ARA0Oa Y 
(99 .) (15, 1 Ir _ 


Bes can u 9n—+2)L (nm —1)-+5n—3)  (5n’—n--2)(2n)-+-5 
folgt aus derjenigen, die man erhält. indem man den zweiten negativen Sum- 
manden des Factors von { fortlässt. Die so «ebildete Ungleichheit besitzt. 


Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 1. 4 


a 
8 
2 
A 
= 
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wie leicht einzusehen, wieder die Eigenschaft von (58“.), dass ihre linke Seite 
mit von der Null an zunehmendem 4 wächst. die rechte abnimmt. Man hat des- 
halb nur =0 zu selzen, wodurch die Ungleichheit 


. 


UM 


'z0b u. .3 - 6% 9%/ 0. 4 
99.)  19n’—n+2 >2(n-+2)(n—}) 


kommt, welche wegen der Bedingung {<Z3 aus der evidenten Ungleichheit 


> 
+ 


(59°) 15m" — An +2 >6(n+2)(n—}) 
folgt. 

Auf diese Weise ist die Ungleichheit (57°.) und folglich auch die Un- 
gleichheit (57.) vollständig bewiesen, und die Behauptung, dass der Differential- 


J 


(m) 
quotient —— für 20 stets positiv ist, gerechtfertigt. 
ds Sr; ; 


Um das Schema für die geordneten Gleichungen 7” — 7 zw erhalten. 
kann man die Function 7") statt in der in (48°) gegebenen Form in der fol- 


ww, 


voenden darstellen: 








- 1 
\ , a 
(60.) re Sue +4 
4 . . DJ | 
Ä m2 5 . RER 
DE 5 5 5 SSH 100 
mA +5 ’ 
| 4 i » n 
BE gesetzt ist, und daher nach (46.) y,„ diese Be- 


((m—1)R +5) (m). -+ 5) 
deutung hat: 
(61.) 9. = ((n—1)A+5n—3)%,  Yanıı = ((n—1)A+59n—3)°. 
Nimmt man daher 


Sim) 


A Dim) . — 
(62.) > > Tim) 





und bildet die Grössen S'" und T‘” nach den oben angeführten Formeln *) 


so) 1. T) sec 1, 

\ ZE- ) _/3 1A) Tw 
SO = (4+45)80, T® = (+5) TO +4. 
S® — (A45)50 4,80, TO = (2.45) TO +49, 10, 


so ist klar, dass die Grössen S'" und 7” ganze rationale Functionen von 


, vom m‘ Grade werden, da die Grössen g, lineare Ausdrücke in A sind. 
. “ . . Y . 1 S(m) 1 . . * 
Mithin wird die Gleichung #9 —-— = 4-—-— =0 durch Multiplication 
o 0 N T(m) n 


*) Methodus nova integr. val. ete. art. 17. 





Bi 

ö 
h 
| 
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mit dem Nenner T'” geordnet. und für die Bildung der Gleichungen 
(40".) T") Der 7 Ss (m) 0 


kommt foleendes Schema: 


Ten 
N . 
ct) ir) ” »rRß AA | 1 
23 \ J 1 7 5 wien (A I 2) (1 N) gi 59ı . 
od.) 
\Tıln) (m) (mi __A\/ Tim—) “(m—1)\ | Am —? Y( 2) 
1 aa ns ms 3 2) \ 5 -o S y- gm(1 n ) 7 Ss m pP 


durch das die frühere Bemerkung. dass die Gleichung (40°.) eine Gleichune 
Grades für 4 ist, ihre Bestätigung findet. 
Aus der vorhin bewiesenen Thatsache, dass der Differentialquotien! 
Br  . | Du 
für 0 stets positiv ist. folgt erstens. dass die Gleichung (40°. ) 
4 
ee =, nie mehr als eine reelle positive Wurzel 4”) haben kann, wie be- 
hauptet ist, es folgt aber auch zweitens, dass die Gleichung nur dann und 
dann stets eine solche Wurzel besitzt. wenn der Werth — zwischen den 
beiden Werthen liegt. die ZU) für =0 und = x annimmt. Aus den Gleichun- 
sen (46.) erkennt man, dass bei einem über jede Grenze hinaus wachsenden 


;. die Grössen f,„., bei denen m — 2 ist, sich der Null nähern, während f, den 


. 





> \ » [3 ” 
Ausdruck m Grenze hat, dass ferner bei = 0 
64. Sn— BL 5n — 3) 
’6 \ Bd, a - Mn ‘ )& 
(64.) fan ef u 35 . fan = 35 A A 


wird. Der Werth von 7 für =0. der 0" genannt werden mag. ent- 


steht also aus (48°.) durch Substitution der vorstehenden Werihe von f,: der 


Werth #” für = x zieht sich in das Glied —— .— zusammen. 
) ' & 
h) 
$. 6. 


Die Eigenschaften der Functionen #7”. welche beim Zunehmen der 
Zahl m hervorireten. sind in $. 4 unter der Voraussetzung abgeleitet worden. 
dass die Grösse 4 zwar einen beliebig kleinen endlichen positiven Werth. 
aber nicht den Werth Null annehmen darf. Es ist jetzt zweckmässig zu zei- 
gen. dass diese Eigenschaften auch noch bei 4=0 gelten. wo nach der ein- 


geführten Bezeichnung 7) in 0) übergeht. Geht man zu diesem Ende auf 


die Functionen #7” zurück. so erhellt, dass die Ungleichheiten (49.) jedenfalls 
für = 0 bestehen bleiben. da dieselben nur voraussetzen, dass die Grössen 
4* 
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. 





fi. fi» - - . positiv sind: und dies ist nach 64.) bei = 0 auch der Fall. Um 
aber aus der Ungleichheit 
.r(m—1) 1; (m) 
Bi: ee v, . / 
yuim—) = pe 1) Denn | N Ei 
l ) 


zu schliessen. dass die Differenz 7” — #”’ mit wachsendem m sich der 
Null beliebive nähert. kann man sich auf den von lWeierstrass *\ bewiesenen 
Satz stützen. dass das Product 


EN; l / 
134 fo I 1- = re (1 r 2 


! \ 
mit zunehmendem m über jeden gegebenen Werth hinaus wächst. so bald die 
aus lauter positiven Gliedern bestehende Reihe 
| l ! 
f: f; In 
bei zunehmendem »» nicht convergirt. In Folge von (64.) ist diese Bedingung 
hier offenbar erfüllt und der gezogene Schluss gerechtfertigt. Da nun der 
Lebergang von den Functionen %/”’ zu den Funclionen #7 bei A=0 der- 
selbe ist wie bei 4>>0. so ist die in Betreff der Grössen 0" ausgesprochene 
Behauptung erwiesen: d. h. es sieht fest. dass die Ungleichheiten 
Br, . 
09) < OP < 09... 
ge» u 0%" a 0% -1) 
riehlie sind. und dass. weil die Differenz 077-0" mit zunehmendem m 
ohne Ende abnimmt. die Grössen 0” in diesem Falle gegen eine gewisse 
feste Grenze convereiren. die mit O bezeichnet werden soll. Es ist also 0 


der Werth des in infinitum fortgeselzten Kettenbruches 

















1 
u 
au 25 
1755 
25 
Dr 
— 
1 25 
272 
14 ZI 
1-+etc. 


*) Band LI, pag. 19 dieses Journals. 
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Aus den entwickelten Eigenschaften der Grössen 0%) ergiebt sieh nun un- 
| 
Z 


mittelbar, dass. wenn @ kleiner ist. als ein beliebieer vesebener Werth 


. ® (il ; . . u . i 
in der Reihe 9°, Q°°, ... eine gewisse Grösse ON» die erste ist, welche 


Eu 
unterhalb - liegt. und dass dann die sämmtlichen Grössen 0), bei denen 
1 
4 


. \ r ‘ . i . 
die (gerade oder ungerade) Zahl m —-2N—1 ist, unterhalb i bleiben: und es 


‘ 


ergiebt sich ebenso, dass, wenn 0 grösser ist als ein beliebieer eevebener 


\ erth D In der Reihe 0, Br ee eine VEWISSE (irösse 0) v) die erpsie 
7 i 
4 
ist. die oberhalb liegt, und dass dann die sämmtlichen Grössen 0), bei 
/ 
N 
. / r zur s i 
denen die (gerade oder ungerade) Zahl m => 2N ist. oberhalb bleiben. 


Hält man diese Bedeutung der Zahlen 2N—1 und 2X hei O 


i go . . 1 . . 
und O0 — fest, so ist klar, dass. sobald die Ungleichheit 
/ 
ren | 1 
69.) Ö < - 
/ - 
ee 1 
) 
Dane. ia#8, “ra 2. 
erfüllt ist. die sämmtlichen Gleichungen 7 — , bei denen m” -2N—1 ist. 
} 


4 


durch einen reellen positiven Werth 4” =4 befriedigt werden. dass dagegen. 


sobald die Ungleichheit 
1 


7 


0 


eilt. die sämmtlichen Functionen #7" — —, bei denen m “2X ist, für 4 0 


2 
stets positiv bleiben. Wird die Ungleichheit (65.) befriedigt angenommen. so 
z 5 r /E r } , day”) 
gelten wegen der Ungleichheiten (50.) und wegen der Ungleichheit 7 0 
| T (ih 
für 4-0 in Betrelf der relativen Grösse der Werthe JE, 20 die 


Beziehungen 


KENN — ZEN+D — gen), 
ET ZERO N 


Denn wenn zwei Functionen A und 5 von 4. von denen AB ist. mil 
A 


wachsendem 4 beständig zunehmen. so muss der Werth von 4, für den 
einem bestimmten Werthe gleich wird, immer kleiner sein als der Werth von 
A, für den dasselbe bei B eintritt. Auch sieht man leicht. dass der Werth 
der Differenz 4”")— 4") mit wachsendem » sich der Null nähert. 
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+ \ 


Der Beweis dafür, dass die Gleichung (40 *.) 
1 


U, m . 
N 
welche für unser Problem den Werth # bestimmen soll, eine einzige reelle 


positive Wurzel hat, sobald die Ungleichheiten (65.) 


befriedigt sind. und keine reelle positive Wurzel hat. sobald diese Ungleich- 
heiten nicht befriedigt sind, lässt sich jetzt. wie folgt. zusammenfassen. Wenn 
die Ungleichheiten (65.) gelten, so giebt es nach dem oben Gesagten eine 


. T . me, ,. . ‘1_® in 2 ! (?ı 
solehe Zahl N, dass für a» N die Gleichungen #9") — — und FU” % 
. e N ] 


respeclive durch die reellen positiven Wurzeln 4°” und 4°” erfüllt werden. 
Wegen der Ungleichheiten (51.) 
U (?n—1) . _ 7 2a) 
” WW, Pi p 
und der mehrfach angewendeten Ungleichheiten 
day) ap“ 


a V. 0, 

hal die Function 1 — R bei 024=.49@V einen negaliven. bei % — 4” 
einen positiven Werth. Aus dieser Ursache muss dieselbe. da sie sich. so 
lange >0, mit 4 stetig ändert. innerhalb der Grenzen 4=344"" und 3=44" 
oleich Null werden: weil aber diese Grenzen durch Wachsenlassen von n be- 
liebige nahe an einander gerückt werden können, so ist der eine Grenzwerth, 


dem sich 4°” und 4@” ohne Ende nähern. der einzige Werth 4, der die 


« . 1 » * . 
Gleichung w,— — = 0 befriedigt. 
Ä N w 
\Venn die Ungleichheiten (65.) nicht erfüllt sind. so kann man enl- 
ii 3 1 20 
weder — — ———— oder Q > — oder O0 = — haben. Wenn — = —— = 
- Ma 1 S N N N eo ) s 
” 5 


ist. so wird offenbar für jede Zahl m und für jeden endlichen positiven Werth 


nn . 4 . 1 . . rT . 
, die Function > negativ. und daher auch vermöge der Ungleich- 


. - \ . . 1 . . . r r 
heiten (51.) die Function er negativ und niemals gleich Null. Der Werth 





le. 1 £ ’ 
,— x. der bei — = —— genügt, ist durch die Natur unseres Problems 
a = 
od 


' I. u ’ . 
auseeschlossen. Wenn 0 > p ist. so existirt,. wie bemerkt wurde. eine solche 








% 
d 
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Zahl N, dass die Differenz #” — - für m Z2N und 4.0 positiv bleibt: 
‘ 

mithin ist vermöge (51.) ebenfalls 2 -0. und die Gleichung (40 *. 
liefert keine reelle positive Wurzel. Es kann nun endlich 0 = : sein: in 
diesem Falle ist zu erwägen. dass für jeden die Null übertreffenden Werth 
von 4 die Werthe FÜ" und 7°” den Werth von w, beliebig enge ein- 
schliessen. und dass diese Grenzen, sobald 4 stetie abnehmend eleich Null 
wird. ebenfalls stetig in die Werthe 0°" und 0%) übergehen. die mil 
wachsendem » gegen dieselbe Grenze ) convergiren. Nun gestaltel zwar 
unsere Definition von , als Quotient von zwei hypergeomelrischen Reihen 
nicht, den Werth dieser Function für =0 zu betrachten. da alsdann die 
Convergenz der Reilien aufhört (und zwar nicht allein, weil «=1 wird. son- 
dern auch weil die Elemente @ und y mit abnehmendem 4 über jede Grenze 
hinaus wachsen); allein das sielige Verhalten der Grenzen FW") und P" 
bei abnehmendem 4 lässt keinen Zweifel darüber, dass der unendlich ausge- 
dehnte convergirende Kettenbruch Q den Werth darstellt, dem sich die Funelion 
v, für ein ohne Ende abnehmendes 4 nähert. Man darf deshalb sawen. dass 
bei O = - die Gleichung (40 *.) durch einen unendlich kleinen positiven 
Werth von 4 befriedigt wird. Da aber auch ein solcher Werth a priori aus- 
geschlossen ist, so bleibt die Ungleichheit (65.) die nothwendige und zu- 
reichende Bedingung für die Existenz eines reellen, positiven, endlichen Werthes 
4, der den Anforderungen unseres Problems genügt. 

Eine Methode zur Berechnung des Werthes 4 aus den geeebenen 
Zahlenwerthen 7 und & bietet sich hier von selbst dar: man bildet die alee- 
braischen Gleichungen 7%” =- für m=R3N—1,. 2N, 2N-+1. ... und sucht 
respective die reellen positiven Wurzeln derselben FT, arm, 209, 
auf, welche sich nach (66.) dem gesuchten Werthe immer mehr nähern. indem 
sie abwechselnd unterhalb oder oberhalb desselben liegen. Auf diese Weise 
zeigt die Folge der Werthe 4”) selbst den Grad der (renauigkeit an. welcher 
für die auszuführende Bestimmung erreicht ist. Nimmt man den Werth 4. 
welcher die Gleichung (40*.) befriedigt, als gefunden an. so liefern die Glei- 
chungen (34.) und (35.) den Werth der Constanten D und Ee‘ der Formel 7.). 
und für die Dichtigkeit o entsteht der Ausdruck 


7*) ob) = (C m 3.4 na amd Ye fe 
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Um die abgeleiteten Resultate auf die gegebenen Verhältnisse der Erde 
anzuwenden, habe ich den Werth für die Länge der Aequatorialaxe 2a, den 
Werth der Winkeigeschwindigkeit ® und die Daten zur Bestimmung der Con- 
stanten 8, und w aus dem Lehrbuche der mathematischen Geographie von 
E%. Schmidt entnommen. Nach demselben ist”) a gleich 3271837.5 Toisen. 
die Kotationszeit der Erde gleich 0.99727 des mittleren Sonnentages. die 
Länge / des einfachen Secundenpendels wird in englischen Zollen. da sin w 
bei uns = eos # ist. durch folgende aus einer grossen Zahl von Beobachtungen 
gezogene Formel dargestellt **) 

39.015233 --0.202898 cos’ 4. 
Ich habe mit Beibehaltung der Secunde als Zeiteinheit. die Pariser Linie als 
Längeneinheit gewählt und bemerke. dass ein Pariser Fuss eleich 1.06575 
des enelischen Fusses ist: dann gehen die angeführten Daten in die foleen- 


den über: 
a — 327 1837.35 > 864. 


o — 0.0000739213. 
i = 439.2988 + 2.258454 cos’ 4. 
Durch Verbindung der Gleichungen (29.) und (51.) hat man 
al Bann IR, 1m x COS va 
-; cos’ —IN\ 


fer 


e 


und deshalb soeleich 


U, — 439.2988 7° — 1-2.28454nı 
— 4328.191. 
w — 2.2,284547° 
— 15.03183. 


Der Werth der mittleren Dichtigkeit der Erdoberfläche ist nach Angabe des 
Lehrbuchs der Geognosie von ©. Fr. Naumann (Bd.I, 8.17, page. 35 der 
zweiten Ausgabe) gleich 2,5 gesetzt. wobei die Dichtigkeit des destillirten 
Wassers. wie gewöhnlich. als Einheit betrachtet ist. In dem genannten Werthe 
ist die Dicke der Erdkruste. die bei dieser Bestimmung zu Grunde gelegt 
worden, nicht näher bezeichnet; für den gegenwärligen Zweck ist es, wie man 
leicht sieht. angemessen diese Dicke etwa gleich dem Unterschiede zwischen 
der Aequatorialaxe und der Polaraxe der Erde zu nehmen und dabei auf die 


311. FF) pag. 981. 


ro’ 
age 
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Vertheilung des Meeres zu achten; auf den letzteren Umstand wird übrieens 
auch an der angeführten Stelle hingewiesen. 

Für die mittlere Dichliekeit der ganzen Erde ist der Werth 5.5832 
das Resultat der von Fteich angestellten Untersuchungen (Poggendorfs Annalen 
Bd. LXXXV, pag. 189) angenommen. Der Uebersicht wegen stelle ich die 
Werthe der sechs Constanten, wie folet. zusammen: 

I) die Aequatorial- Halbaxe a = 3271837,.5 <864 
2) die Winkelgeschwindigkeit » = 0.0000739213 
3) 2%, = 4928.191 
I) w = 15.03183 
5) die Dichtigkeit der Oberfläche o(e) = 2.7 
6) die mittlere Dichtigkeit der ganzen Masse So(e) = 5.5832 
Hieraus bildet man zunächst 
wa 15.03184 


und dann nach der Gleichung (32.) 
» = —0.00231534. 


wodurch 
ce = 32685049 ><864 Linien 


— 3268049 Toisen 


kommt. Zur Bestimmung von < hat man die Gleichung 


a 5,5832 
- 25 
2.239328: 
nach (39.) ist ferner 
wc = 
11T 5 in 5 


HE 





z wc RER 1 i _ 

Da hier der Bruch u durch Division von zwei kleinen Grössen erster 

Ordnung entstanden ist. so wird der seiner Bestimmung anhaftende Fehler 
Wa 


nicht vergrössert. wenn man statt desselben den Ausdruck —- 


Te selzi. 
Iwa— 3w 


rn = 0.768366. 


der hier = 0,5 wird: die Grösse wird gleich 0.268566. mithin 


Endlich hat man die Gleichung 


[7 ‘ 3 Er” 
G=3— — = 1,6567 
S 
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Ehe jelzt zu der Ausmitltelung des Werthes 4 geschritten wird. is! es nolh- 


wendig zu zeigen. dass die Ungleichheit (69.) 
l I 

() Ä ; 

7 | bo 

> 


erfüllt ist. von der die Existenz eines reellen positiven den Anlorderungen 
der Aufgabe genügenden Werthes 4 abhängt. In dem vorliegenden Falle vgenüg! 


es, statt GO die obere Grenze 0 — zu selzen. und daraus. dass die 


“-- 
fs 


‘ı) 
5 


wy 


Insleichheit auch bei dieser Aenderune eilt. folet zueleich. wie oben gezeiel 


worden. dass die sämmtlichen Gleiehuneen 


4 
Li 
Dim) 


7 
von m | ab zur Bestimmung von Näheruneswerthen 4’ für die Grösse / 


oeeionet sind. Man hal nämlich 


I 0.6687 
> 
Pr. 0.5012 
252 
0.768566 
und deshalb 
Il C 
| } — 
25 > 


wie behauptet worden ist. 
jildet man jetzt die Gleichungen 7” — 5’ =0V für m = 1, 2. 3. 
nach (63.). so ergeben sich die folgenden reellen positiven Wurzeln 4 
„u 1.6268 
„7 — 2.4065 
19 — 2.3568 und <- 2.387 


1,9 — 2,3897 und < 2,39. 


wo 


A 


Within unterscheiden sich A und 4° um weniger als vier Einheiten der 
vierten Ziffer: da aber, wie schon bemerkt worden, die Bildung des Werthes 
immer einen Fehler der ersten Ordnung zulässt, d. h. hier einen Fehler vom 


/ 


Range der Grösse 9 = —0,00231534. so ist ein Fehler derselben Ordnung 


auch bei der Bestimmung von 4 nicht zu umgehen und eine grössere Genauig- 
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keit als die durch die Grenzen 2.3868 und 2.39 umschriebene nieht zu er- 
zielen. Da der Werth 2% näher an dem gesuchten Werthe von 2 lieven 
muss. als der Werth 4, so wird man es vorziehen. den Werth 

/. 2.39 
anzunehmen. und die Formel (7*.) liefert alsdann folgenden Ausdruck der 
Diehtiekeil 


.afb\? 
o(b) = 9.453 — 6.953 — ) 


\ e / 


Es müsste also die Dichtigkeit im Mittelpunkte der Erde gleich 9.453 der Dieh- 


tiokeit des destillirten Wassers sein 


Breslau. den 23°” Juli 1862 
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Ueber das Gleichgewicht der Wärme und das der 
Klektricität in einem Körper, welcher von zwei nicht 
concentrischen Kugelflächen begrenzt wird. 


(Von Herrn Carl Neumann zu Halle.) 


I. der Theorie der Wärme und in der Theorie der (statischen) Elek- 
irieitäl exisliren zwei Probleme, welche unter einander, was ihre mathematische 
Behandlung anbelangt, eine sehr nahe Verwandtschaft besitzen. Das eine 
derselben hat die 

I. Bestimmung des stationären Temperaturzustandes in einem Körper, dessen 
Oberfläche überall mit willkürlich gegebenen und unveränderlichen Wärme- 
quellen in Contact steht: 

das andere hat die 

!I. Bestimmung der elektrischen V ertheilung in einem Körper, welcher sich im be- 
reich willkürlich gegebener und unveränderlicher elektrischer Kräfte befindet 

zum Gregenslande *). 

in einer im Verlage von H. W. Schmidt in Halle a. S. 1562 erschie- 
nenen Schrift: „Lösung des allgemeinen Problemes des stationären Temperatur- 
zustandes für einen homogenen Körper, welcher von zwei »ichleoncentrischen 
kugrelllächen begrenzt wird”, habe ich diese beiden Probleme für einen homo- 
venen Körper. welcher von irgend zwei einander nicht schneidenden Kugel- 
lächen begrenzt wird. in voller Allgemeinheit gelöst. Ich beabsichtige hier 
die Resultate anzugeben, zu welchen ich dort gelangt bin, und die Meihode 
anzudeuten, deren ich mich dabei bedient habe. 

Ein Körper der eben genannten Art kann je nach der Lage der bei- 
den ihn begrenzenden Kugelflächen sehr verschiedene Gestalten besitzen. Es 
können nämlich die beiden Flächen den Körper entweder beide äusserlich, 
oder es können ihn beide innerlich. oder es kann endlich die eine ihn äusser- 
lich, die andere ihn innerlich begrenzen. Im ersten Fall haben wir es dann 
mit einem Körper zu thun, der aus zwei getrennten Stücken, nämlich aus 

Bei dem Probleme 11. handelt es sich also um diejenige Vertheilung, welche 
das in dem Körper enthaltene elektrische Fluidum unter der gegenseitigen Einwirkung 
seiner Theilchen und unter der gleichzeitigen Einwirkung jener willkürlich gegebenen 
und unveränderlichen äusseren Kräfte annimmt. 








t 
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zwei Kugeln, besteht; im zweiten Fall mit einem Körper zu hun. der in 
seinem Innern zwei kugellörmige Höhlungen besitzt und nach Aussen hin 
ringsum unbegrenzt ist; im dritten Fall endlich mit einem Körper. der eine 
schalenlörmige Gestalt besitzt. 

Jedes der Probleme I. und Il. findet durch meine Abhandlung für alle 
drei Fälle seine voilsländige Lösung *). 

Im Wesentlichen handelt es sich bei Lösung der Probleme 1. 
für irgend einen der in Rede stehenden drei Fälle um ein und dieselbe 


gabe, nämlich um die Ermiltelung einer von den rechtwinkligen Coordinaten 


und HH. 
lu/- 


x, 4, 3 abhängenden Function I, welche innerhalb eines von zwei Kugel- 


llächen begrenzten Raumes allenihalben der Differentialgleichung 
hc 0 


(renüge leistel, welche ausserdem innerhalb dieses Raumes gewisse Steligkeils- 
sedingungen erfüllt **), welche ferner, falls der genannte Raum sich (wie das 
beim zweiten Falle stattfindet) ins Unendliche hin erstreckt. für die unendlich 
fernen Punkte auf gewisse Weise gegen Null convereirl ***). und welehe 
endlich auf jenen Kugelllächen selber beliebig gegebene Werthe besitzt. 


Ich bringee um diese Funetion V zu bestimmen zwei verschiedene 


Methoden in Anwendung. und gelange dadurch auch zu Resultaten von ver- 
schiedener Form. Was die erste Methode anbelangt. so werde ich mich hier 
auf Mittheilung des durch sie erzielten Resultates beschränken: bei der zweiten 
Methode hingegen ausser den Resultaten auch die Methode selber in ihren 


(Grundzügen darlegen. 


*) Was das ll. Problem anbelangt, so ist dasselbe für den ersten der ın ed: 
stehenden drei Fälle bekanntlich schon von Poisson behandelt, von Poisson aber nur 
unter der besonderen Voraussetzung gelöst worden, dass die gegebenen von Aussen 
her auf den Körper einwirkenden elektrischen Kräfte Null sind. Meine Untersuchung 
gelıt weiter. Ich gelange nämlich zur Lösung des Problems für jeden der drei Fälle 
und für beliebig gegebene äussere Kräfte. 

ol 


“*) Innerhalb des genannten Raumes müssen sowohl V selber als auch — 
OXL 





UV JV 
ol er. h 
—— , —— überall stetig sein. 
oy ’ 0% 
£ 


“##) Für einen unendlich fernen Punkt muss der Werth von V gegen — con- 


vergiren, wo r den Abstand jenes Punktes von irgend einem festen Punkt in der 
Endlichkeit, und # irgend welche Constante vorstellt. 
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Kirste Methode zur Bestimmung von 


/weiı Kueelllächen. welehe einander nicht schneiden. werden. welehe 


have zu einander sie auch haben mögen. immer den ganzen unendlichen Raum 


in drei Räume zerlegen. von welchen einer er mare RR heissen dureh 
heide Kuselllächen. der zweite und dritte hingegen — sie mösen K und K’ 
eenannt werden nur durch je eine Kugellläche begrenzt wird. Ich werde 


mich hier auf den Fall beschränken. dass von den beiden eesebenen Kueel- 
flächen die eine ausserhalb der anderen liegt. Alsdann werden K und KK’ 
die Innenräume dieser beiden Flächen vorstellen. während #? denjenigen Raum 
hezeiehnet. welcher die beiden Flächen umgiebt und nach Aussen hin sich 
rinesum ins Unendliche erstreckt. Diesen drei Räumen A. K, K' enisprechend 
lassen sich gleichzeitig drei Aufgaben hinstellen, indem für jeden dieser drei 
Bäume nach derjenigen Funelion I gefragt werden kann. welche den oben- 
veenannten Bedingungen Genüge leistel und an der Begrenzung des Raumes 
oeeebene Werthe besitzt. Für die Räume K und K’ ist die Lösune dieser 
\ufgabe bekannt *): für den Raum Z2 hingegen ist die Aufgabe bis jetzt nicht 
gelöst worden, und diese Aufgabe isi es, um welche es sich hier handelt. 

Ich werde nun hier ein Verfahren mittheilen. durch welches die Lösung 
dieser letzten Aufgabe auf die Lösungen der beiden ersteren redueirt wer- 
den kann. 

Zur Unterscheidung bezeichne ich die dem Raume KA entsprechende 
Funetion F mit F, die dem Raume KA’ entsprechende Function J mit &, 
während die dem Raume ZA entsprechende nach wie vor V genannt werden 
soll. F und $& mögen berechnet gedacht werden, und zwar der Art be- 
rechnet gedacht werden. dass F auf der Oberfläche von K, und & auf der 
von K' eben dieselben Werthe hat, welche die unbekannte, dem Raume AR 
entsprechende Funetion V auf jenen Flächen besitzen soll. 

Um nun. sobald F und & gefunden sind, den Werth von V in irgend 
einem Punkte » des Raumes A zu erhalten, dient foigendes Verfahren. 

Man lege durch den Punkt p und durch die Mittelpunkte der beiden 
Kuselflächen eine Ebene und construire in dieser Ebene einen Kreis, welcher 


Man kann sich dabei entweder der Laplaceschen Reihenentwickelungen be- 
dienen, oder auch eine Methode anwenden, die ich in einer kleinen Schrift (Verlag 
von H. W. Schmidt in Halle a. S. 1861) angegeben habe, und durch welche man 
ohne Reihenentwickelungen zum Ziele gelangt. 


i 
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durch » hindurehgeht. und die beiden Kugelllächen senkrecht durehschneide! 
Die beiden Punkte, in welchen dieser Kreis und die Verbindungslinie der beiden 
Kugelmittelpunkte einander schneiden, mögen 4 und A’ genannt werden 


Man ziehe sodann von p aus zwei gerade Linien nach den beiden 


sl 
‚ı 


Kugelmittelpunkten hin: die Schnittpunkte dieser Linien mit dem zuvor 


siruirten Kreise seien a, «. Ausser den beiden eben »sezosenen Linien »ieh 
es noch zwei andere eerade Linien. durch welche a. « mit den Kuselmititel- 


punkten in Verbinduno »oeselzt werden können: die Schnittpnnkte dieser bei- 
den Linien mit dem Kreise seien b. b’. Nun lassen sieh von Neuem ausseı 


den beiden zuletzt eenannten Linien noch zwei andere Linien eonstruiren 
welehe 5b. 5b’ mit den Kugelmittelpunkten verbinden: die Durehschnitispunkte 


dieser Linien mit dem Kreise seien e. €. u. Ss. W. 
Der Punkt p war irgendwo innerhalb des Raumes At angenommen 
worden. Die oepenwärlie construirlen Punktpaare a. «: b.b: e. 


hineeeen werden alle ausserhalb R lieseen. Es wird nämlich von tedem 


dieser Punktpaare immer der eine Punkt innerhalb A, der andere innerhalb 


K' liegen. Die Bezeichnung der Punktpaare mag nun der Art gewählt ge- 
dacht werden. dass a, b, ec, ... sämmtlich innerhalb K, und «a. 5b. e 


sämmtlich innerhalb A’ liegen. Ebenso mag auch von den beiden zuvor er- 
wähnten Punkten A und .#’ der erstere derjenige sein, welcher innerhalb A. 
der letztere derjenige. welcher innerhalb KA’ liegt. Alle diese Punkte «a, 


C.... a,b, c,... sowohl als auch A, A’ liegen auf der Peripherie des 


Denkt man sich die Construelion der Punkie «a. b. e. 
ins Unendliehe hin forteesetzi. so werden 


hreises. und ebens« 


auch die der Punkte a’, b’, ec 
sich die ersteren dem Punkte A. die letzteren dem Punkte I’ ins Unend- 
liche nähern. 

Bezeichnet man nun die Werthe. welche die vorhin senannte Funelion 


F in den Punkten a, b, c, ... besitzt, mit F,. F,. F.. ... und die Werthe. 
welche die Function & in den Punkten «', b’, €’, ... besitzt, mit $,, D. 


Pas... So lässt sich der Werth V,, welchen die zu bestimmende Funetion 
’ im Punkte p besitzt, folgendermassen darstellen: 
-5F, +5.P. 
+: Par Se Putso Pat", 
wo die Coeflicienten $ eine sehr einfache geometrische Bedeutung haben. Für 


jeden der Punkte p, a, b, e,....a,b, cd, repräsenlirt nämlich 5 das 
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veomelrische Mittel der beiden Abstände, welche dieser Punkt nach A und A’ 
hin besitzt. 
Durch diese Formel ist die zuvor angegebene Reduction ausgeführt. näm- 
lich die Ermittelung von V zurückgeführt auf die Bestimmung von F und &. 
Zu einem analogen Resultate gelange ich übrigens in meiner Abhand- 
lune auch in dem Falle, wenn von den beiden Kugelflächen. welche den ge- 
ebenen Raum begrenzen, die eine innerhalb der anderen liegt. und demnach 


der Raum selber eine schalenförmiee Gestalt besitzt. 


Zweite Methode zur Bestimmung von V. 


Ich wende, um V zu bestimmen, als Goordinaten die Parameter dreier 
orthogonaler Flächensystieme an. über deren Beschaifenheit Folgendes bemerkt 
werden mag. 

Construirt man alle Punkte, deren Abstände nach zwei festen Punkten 
hin ein eegebenes Verhältniss besitzen. so werden diese Punkte in ihrer Ge- 
sammtheit eine Kugellläche bilden. Aendert man den Werth jenes Verhält- 
nisses. so wird man successive andere und andere Kugelllächen erhalten: und 
zwar werden die Mittelpunkte aller dieser Flächen mit jenen beiden festen 
Punkten in ein und derselben geraden Linie liegen. Dieses ist das erste der 
von mir angewendeten drei Flächensystieme. Den beiden festen Punkten 
ich nenne sie die beiden Pole — gebe ich dabei in jedem speciellen Fall 
eine solche Lage, dass die beiden Begrenzungsfllächen des gegebenen Raumes 
mit zu den Kugelllächen dieses Systems gehören. 

Construirt_man ferner alle Punkte, von welchen aus gesehen die bei- 
den Pole gleich weit von einander entfernt erscheinen, so erhält man Punkte. 
die in ihrer Gesammtheit eine gewisse Rotationslläche bilden *). Aendert man 
die Grösse jener scheinbaren Enifernung, so erhält man andere und andere 
Rotationsllächen. Diese Flächen. deren gemeinsame Rotationsachse durch die 
Verbindungslinie der beiden Pole dargestellt wird. sind zu den vorhin ge- 


*) Es wird diese Fläche eine Kugel sein, wenn der Winkel, unter welchem man 
nach den beiden Polen sieht, genau ein rechter ist. Ist hingegen dieser Winkel ein 
spitzer oder ein stumpfer, so wird die Fläche nicht mehr kugelförmig sein. Sie wird 
alsdann ın jedem der beiden Pole eine Spitze besitzen. 
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nannten Kugelflächen orthogonal und bilden in ihrer Gesammtheit das zweite 
der von mir angewendelen Flächensvsteme. 

Das dritte Flächensystem endlich wird durch die Meridianebenen der 
beiden ersten Flächensysteme, d. i. durch Ebenen repräsentirt. welche sämmt- 
lich durch die beiden Pole hindurchgehen. 

Ist der Raum, für welchen die Function } bestimmt werden soll. und 
sind also auch die beiden diesen Raum begrenzenden Kugelflächen gegeben. 
so lassen sich die beiden Pole sofort construiren *): sind diese aber construirt. 
so ist damit die Lage der drei Flächensysteme überhaupt vollständig bestimmt. 

Die Parameter dieser drei Flächensysteme sind es also, deren ich mich 
hei meiner Untersuchung als Coordinaten bediene. Man könnte dieselben. falls 
ein Name erwünscht erscheinen sollte, die „dipolaren Coordinaten” nennen. 

Einen besonders einfachen Charakter gewinnt die Beschaffenheit unserer 
drei Flächensysteme. sobald die beiden Begrenzungsflächen des gegebenen 
Raumes concentrisch sind. Alsdann nämlich fällt der eine Pol in den ge- 
meinsamen Mittelpunkt dieser beiden Flächen, der andere in die Unendlichkeit. 
und dem entsprechend verwandelt sich dann von jenen drei Flächensvstemen 
das erste in ein System concentrischer Kugeln, das zweile in ein System von 
Rotationskegeln. und das dritte in die Meridianebenen dieser Kegel. Man 
übersieht daher sofort, dass die Parameter der drei Flächensysteme in diesem 
Specialfall in die gewöhnlichen Polareoordinaten übergehen. Wollte man also. 
wie es wohl zweckmässig ‘sein dürfte. die dipolaren Coordinaten für diesen 
Specialfall mit dem Namen „monopolare Coordinaten” bezeichnen. so würden 
die monopolaren Coordinaten identisch sein mit den gewöhnlichen Polar- 
coordinaten. 

Ausserdem ist noch ein anderer Specialfall zu erwähnen, welcher 
dann eintritt. wenn die beiden Begrenzungsflächen des gegebenen Raumes 
einander gerade berühren. Findet dieses statt. so fallen die beiden Pole in 
einen Punkt zusammen, und zwar in den Contactpunkt jener beiden Flächen. 
Man könnte daher die dipolaren Coordinaten in diesem Specialfall füglich mit 


dem Namen „syrpolare Coordinaten” bezeichnen. 





*) Man hat zu diesem Zweck nur durch die beiden Kugelmittelpunkte eine 
Ebene zu legen, und in dieser Ebene irgend einen Kreis zu construiren, welcher die 
beiden Kugelflächen senkrecht durchschneidet. Die beiden Punkte, in welchen dieser 
Kreis und die Verbindungslinie der beiden Kugelmittelpunkte einander schneiden, 
sind dann die beiden Pole. 
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Zur Lösung der Aufgabe. um welche es sich hier handelt. nämlich 
zur Bestimmung der Function V ist es nun vor allen Dingen erforderlich. 
dass man den Ausdruck, in welchen sich der reeiproke Werth der Entfer- 
nung zweier Punkte bei Einführung der neuen Coordinaten verwandelt, in 
eine Reihe zu entwickeln im Stande ist, in welcher jedes einzelne Glied Y 


der Differentialgleichung 
or. or, oY 
2" Ze Em: Lur:7 


— (0) 








(renüge leistet. 
Für die monopolaren Coordinaten ist diese Entwickelung bekanntlich 
bereits von Laplace ausgeführt worden, und zwar mit Benutzung einer Function 


P“(n),. die der Differentialgleichung 








op") N 
CD | 
re we Der) (y\ — 
ön "nn +1)P"(n) 0 
(renüge leistet, und deren Werth sich durch das bestimmte Integral 
1 
P®(n) : a (n+yY?—1.cosa)" da 


darstellen lässt. 
Was nun die dipolaren Goordinaten anbelangt, so führt meine Unter- 


suchung zu dem merkwürdigen Resultat, dass bei Anwendung dieser die Ent- 
wickelung jener reeiproken Entfernung mit der eben erwähnten Laplaceschen 
Entwickelung der Form nach identisch wird; nämlich zu dem Resultat, dass 
es im Wesentlichen nur der Vertauschung der monopolaren Coordinaten mit 
den dipolaren Coordinaten bedarf, um die eine Entwickelung in die andere 
umzuwandeln. 

Wesentlich anders gestaltet sich hingegen die Sache bei Anwendung 
der synpolaren Coordinaten. Geht man nämlich von dem allgemeinen Fall 
der dipolaren Coordinaten zu dem Specialfall der synpolaren Coordinaten 
über, so tritt bei Ausführung jener Entwickelung an die Stelle der Laplaceschen 
Function P"’(n) eine gewisse andere bereits von Fourier und später nament- 
lich von Bessel benutzte Function, welche ich mit J(»n) bezeichne, welche 
der Differentialgleichung 


Ian) 1 Zn +n’J(nn) = 





on’ N 
Genüge leistet, und deren Werth sich durch das bestimmte Integral 


J(nn) = I /"eos(nm cosa) da 
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darstellen lässt. Und gleichzeitig mit dieser Umänderung verwandelt sich 
ausserdem die Zeihe, durch welche jene Entwickelung dargestellt wird. in 
ein bestimmtes Integral). 

Ist die reciproke Entfernung zweier Punkte in der hier angedeuteten 
Art dargestellt. so kann man dann die Bestimmung der Function V leicht 
durchführen. Das Resultat, zu welchem man gelangt, ist, je nachdem die 
beiden Kugelllächen. welche den gegebenen Raum begrenzen. von einander 
oelrennt oder mit einander in Contact sind. von verschiedener Form. und 
muss daher für jeden dieser beiden Fälle besonders angegeben werden. 

l. Findet zwischen beiden Degrenzungsflächen keine Berührung statt. 
so hat man zunächst die beiden Pole zu econstruiren, und dann die diesen Polen 
entsprechenden dipolaren Coordinaten in Anwendung zu bringen. Zufolge 
dessen. was zuvor über diese Coordinalen gesagt wurde. hängen die drei 
dipolaren Coordinaten irgend eines Punktes sie mögen 9, @, g heissen 
der Reihe nach 1) von dem Verhältniss der beiden Polabstände des Punktes. 
2) von dem Neigungswinkel dieser beiden Abstände gegen einander. 3) von 
der Lage der durch den Punkt gelegten Meridianebene ab. In welcher Weise 
diese Abhängigkeiten festzusetzen sind. wird ziemlich gleichgültig sein. Ich 
nehme für 9 den natürlichen Losarithmen des eenannten Verhältnisses. für 
veradezu den genannten Neigungswinkel. und für g den Winkel. welchen die 
durch den Punkt gelegte Meridianebene mit irgend einer festen Meridian- 
ebene macht. 

Die Gleichung = Const. wird dann ein System von Kugelllächen 
darstellen, in welchem die beiden Begrenzungsflächen des gegebenen Raumes 
mit enthalten sind. Es sei #=e die Gleichung der einen und %=y die 
Gleichung der anderen Begrenzungsfläche. Ferner sei 2a der Abstand der 
beiden Pole von einander. 

Um nun den Werth der unbekannten Funelion V in einem Punkte ». 
der irgendwo innerhalb des gegebenen Raumes liegt. hinstellen zu können. 


*) In Betreff der synpolaren Coordinaten mag noch bemerkt werden, dass die 
darüber von mir angestellte Untersuchung beiläufig zu einem Resultat führt, welches 
für die Theorie der Functionen im Allgemeinen nicht ohne Interesse ist. Im Ver- 
2. der Untersuchung ergiebt sich nämlich, dass mit Hülfe der Besselschen Function 

J jede willkürlich gegebene, von zwei Argumenten abhängende Function durch ein 
zeriasen dreitaches Integral dargestellt w ‚erden k: ann; dass also für die eben genann- 
ten Functionen eine Darstellung existirt, welche dem Fourierschen zweifachen Integrale 
für eine Function eines Argumentes vollständig analog ist. 
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muss man ausser diesem Punkte p noch zwei andere Punkte s und o zu Hülfe 
ziehen, von welchem der erste irgendwo auf der Begrenzungsfläche 9 = ec, 


der andere irgendwo auf der Begrenzungslläche 9 = 7 liegt. 
die Coordinaten dieser drei Punkte der Reihe nach mit 9,, w,, Y,. 


Bezeichnet man 
ferner 


mit 4, =c, @®,, g,, endlich mit 9,=Y, ®,, $,, und setzt man ausserdem , 


zur Abkürzung *) 


er % 
e’+e ?’—2cosw=u,, 


e +e” —Rc0sw,—=Y,, 


I — & > N u 2 f] > = » 
er zer —2C05W,=W,, (05W,C08W, 


C059, C08@,+SINw, SINw,cos(p,—Y,)=U,, 


Sn @,$51N@,COSs(Ps— P,) = Hop» 


so hat man nun zunächst folgende beide, respective von den Punkten p, s 
und von den Punkten p, 6 abhängende Ausdrücke 4“ und HH” zu bilden: 


n=—% 
ce 


In-+1 
rg HL 


Intl 
pr) 




















| Vvwyw, FE x 
HH?) — Y VYsY Wr . PB: (2n--1) .—— an re 2; rar ‚pP! (u,,) " 
4a n—( = (7-«) € ——-(c-)) 

er oe? 
2n--1 2n-1 
/ m F (e—4 ) ? (4 —t) 
n—=& WE: pP .- 8 p 
(cp) WoVWaVYW) ' 9% | e .. ‚pP 
H,; Ja? = (2n-H1) P 2n--1 2n- | P (%,,) ’ 
et) a me (y—: ) 


Zr u Sum /, 
u? —— . 


wo P" die vorhin genannte Laplacesche Function vorstellt. Alsdann ist der 
gesuchte Werth V, der Function V im Punkte » folgender: 


AnV, = Kr.u®as+ ru» do 


Hier sind unter ds und do zwei respective bei den Punkten s und o 
liegende Flächenelemente der beiden gegebenen Kugeln zu verstehen, und 


die Integrationen \ respective über alle Elemente ds der einen und über 


alle Elemente do der anderen Kugelfläche ausgedehnt zu denken. 


Dabei be- 


zeichnen V, und V, die willkürlich gegebenen Werthe, welche die Function 


Y auf den beiden Kugelflächen besitzen soll. 


Diese Formel für V ist ohne Unterschied gültig, mag nun von den 
beiden, den gegebenen Raum begrenzenden Kugelflächen die eine ausserhalb 


oder die eine innerhalb der anderen liegen. 





*) Unter e ist überall die Basis der natürlichen Logarithmen, ferner, wie so- 
D ® r 
gleich bemerkt werden mag, unter rz die Ludolphsche Zahl zu verstehen. 
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2. Findet zwischen den beiden Begrenzungsflächen des gegebenen 
Raumes Berührung statt, so fallen beide Pole in den Contaectpunkt dieser 
Flächen. Von den dipolaren Coordinaten 9, ®, g verlieren daher die beiden 
ersten. wie man sofort übersieht, in diesem Fall ihre Anwendbarkeit. Denn 
9% sowohl als auch » werden, wenn beide Pole zusammenfallen. für «alle 
Punkte des Raumes ein und denselben Werth besitzen. nämlich beständie — 0 
sein. Jedoch bieten sich leicht zwei andere Grössen dar, welche in diesem 
Fall die Rolle von 9 und ® zu übernehmen geeignet sind. nämlich in Ver- 
bindung mit g zur Ortsbestimmung eines Punktes verwandt werden können. 
Dividirt man nämlich 9 und & durch den gegenseitigen Abstand 2a der beiden 
Pole, so erhält man zwei Brüche 
3 w 
2a ’ 2a ’ 





welche sich für den hier vorliegenden Fall zunächst unter der unbestimmien 


\ 0 
Form 5 darstellen, bei genauerer Untersuchung aber als Grössen von ganz 


bestimmten Werthen ausweisen. Diese Grössen 4, ® nun sind es. welche 
ich in Verbindung mit g als Coordinaten anwende und mit dem Namen syn- 
polare Coordinaten bezeichne. 

Es wird nicht überflüssig sein, zu bemerken, dass diese Coordinalen 
einfache geometrische Bedeutungen besitzen. Legt man nämlich durch irgend 
welchen Punkt « eine Meridianebene, d. i. eine Ebene, welche durch « und 
durch die Mittelpunkte der beiden gegebenen, einander berührenden Kugel- 
flächen hindurchgeht; und construirt man in dieser Ebene zwei Kreise. welche 
beide durch & und durch den Contactpunkt jener Kugelflächen hindurchgehen. 
von welchen aber der erste die Verbindungslinie der beiden Kugelmittelpunkte 
senkrecht durchschneidet, während der zweite dieselbe tangirt; so ist, falls 
,, ©, p die synpolaren Coordinaten des Punktes & vorstellen, der reciproke 
Radius des ersten Kreises gleich +4, der reciproke Radius des zweiten gleich 
@, und endlich der Winkel, unter welchem die genannte Meridianebene gegen 
irgend eine feste Meridianebene geneigt ist, gleich Y. 

Um nun den Werth der unbekannten Function V in einem Punkte y 
zu ermitteln, der irgendwo innerhalb des gegebenen Raumes liegt, hat man 
wiederum noch zwei andere Punkte s und o zu Hülfe zu nehmen, von wel- 
chen der erste irgendwo auf der einen, der zweite irgendwo auf der anderen 
Begrenzungsfläche liegt. Sind = ce und A=y die Gleichungen dieser beiden 
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Flächen. so werden die Coordinaten der Punkte s und o durch e. ©, g. 
/ 


und y. @®,, 4, bezeichnet werden können. Sind ausserdem 4,, ®,, y, die 
Coordinaten des Punktes p, und setzt man zur Abkürzung 








-‘') 2) 

BLZ u ‚ 

kn, | W, V,. 

wre wi un m) —; 
C++, =wy, Y@,+ 0, —-20,0,c0s(p,—9,) =U,; 
a 5° u ? ve SL. — ! 9m er 3 er ae | 
v’+D=W,, y®,+%®,—-*0,8,C008(P,— P,) = Ups 


so hat man nun zunächst folgende beide, respective von den Punkten s, p 
und von den Punkten o, p abhängende Ausdrücke 4) und 4? zu bilden: 


’ N e"Y A) __ e" Ay ’) 
(pP) )ıyı a ut 
H = 2y,yw, vf Fr a /(n.u,).ndn, 





0 


2 er (ch) _ e" &p -€) 
H;” = 2, W.] vf > ——/J (N. Un): ndn. 


> erte- } Bi en (} e) 





[B) 
wo J die früher erwähnte Besselsche Function bezeichnet. 
Alsdann lässt sich der Werth V,, welchen V in p besitzt, folgender- 


massen darstellen: 


4nV, = N 1 .H'ds-+ \ \,H\?do, 


wo die Integralionen N über alle Elemente ds der einen und über alle Ele- 
mente do der anderen Begrenzungslläche auszudehnen sind. und wo V.. F, 
wiederum die willkürlich gegebenen Werthe bezeichnen. welche V auf diesen 
beiden Flächen besitzen soll. 

Diese Bestimmung von V ist gleichfalls ohne Unterschied eültie. mag 
nun von den beiden einander berührenden Kugelllächen, welche den vege- 


benen Raum begrenzen, die eine ausserhalb oder die eine innerhalb der 
anderen liegen. 

In Betreff der eben auseinandergesetzten zweiten Methode mag schliess- 
lich noch bemerkt werden. dass dieselbe auch dann anwendbar ist. wenn der 
segebene Raum, für welchen die Function V bestimmt werden soll, nicht von 
zwei sondern nur von einer Kugelflläche begrenzt wird. Wird der Raum von 
swei Kugelflächen begrenzt, so sind die beiden Pole für das anzuwendende 
Coordinatensystem vollständig bestimmt; wird derselbe dagegen nur von einer 
Kugelfläche begrenzt, so kann man von jenen beiden Polen den einen will- 


kurlich wählen. Giebt man dem einen Pol eine beliebige Lage, so ergieb! 
sich für FW ein Werth. welcher durch die dipolaren Coordinaten ausgedrückt 
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ist; lässt man dagegen den einen Pol in den Mittelpunkt, oder lässt man ihn 
auf die Oberfläche der Kugel fallen, so erhält man im ersten Fall eine Be- 
stimmung von V vermittelst der monopolaren, im letzteren Fall eine Bestim- 
mung von V vermittelst der synpolaren Coordinaten. 





Dass von den beiden zu Anfang erwähnten Problemen I. und Il. das 
Wärmeproblem durch die eben ausgeführte Bestimmung von NV unmittelbar 
seine Lösung findet, wird man sofort erkennen: dass aber auch das andere. 
nämlich das Elektricitätsproblem, auf die Bestimmung einer solchen Function | 
reducirt werden kann, bedarf wohl noch einer näheren Erörterung. 

Der Einfachheit wegen, beschränke ich mich hierbei auf den Fall. dass 
der Körper, mit welchem wir es zu Ihun haben, aus zwei von einander ge- 
trennten (oder auch einander berührenden) Kugeln besteht. Jede dieser 
Kugeln ist mit einem gegebenen Quantum Elektricität geladen. Es handelt 
sich darum, die Vertheilung zu ermitteln, welche diese Elektrieitätsmengen 
auf den Oberflächen der beiden Kugeln unter ihrer gegenseitigen Einwirkung 
sowie unter der Einwirkung gegebener unveränderlicher Kräfte annehmen. 

Ich beginne damit. dass ich zuvörderst das Potential derjenigen Ein- 
wirkung berechne, welche nach Eintritt der eben erwähnten Gleichgewichts- 
lage die auf beiden Kugelflächen vorhandenen elektrischen Belegungen zu- 
sammengenommen auf beliebige Punkte des Raumes ausüben werden. Der Werth 
dieses Potentiales wird für jeden der drei Räume, in welche der ganze un- 
endliche Raum durch jene zwei Kugelflächen zerlegt wird, durch eine andere 
Function dargestellt werden. Der Werth des Potentiales für den Raum 
ausserhalb beider Kugeln mag mit V, der Werth desselben für den Raum 
innerhalb der einen Kugelfläche mag mit F, und der Werth desselben für den 
Raum innerhalb der anderen mit P bezeichnet werden. 

Für das Potential V ergeben sich nun zunächst folgende Bedingungen. 
Bezeichnet P das Potential der gegebenen und unveränderlichen Kräfte. welche 
auf die Kugeln einwirken, so muss V eine stetige Function sein, welche in dem 
Raume ausserhalb der beiden Kugeln allenthalben der Differentialgleichung 

BETTER EEE 


or oy 0% 


= @ 





Genüge leistet, welche ferner für die unendlich fernen Punkte dieses Raumes 
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auf gewisse Weise gegen Null convergirt*). und welche endlich an der 
Oberfläche der einen Kugel der Relation VY+P=(, an der Oberfläche der 
anderen Kugel der Relation V+P = /' Genüge leistet, wo C und /' vor der 
Hand noch willkürliche Constanten vorstellen. Diese Bedingungen sind zur 
Bestimmung des Potentiales V vollständig ausreichend. In der That bemerkt 
man sofort. dass diese Bedingungen identisch sind mit denjenigen, welchen 
die im Vorhergehenden behandelte Function V genügen sollte. Man wird 
daher eine der beiden im Vorhergehenden angegebenen Methoden sofort be- 
nutzen können, um dieses Potential V zu berechnen. 

Was ferner das Potential F anbelangt, so ist F eine stetige Function, 
welche innerhalb der ersten Kugel allenthalben der Gleichung 


noyr no y nr 
oH of oF 
++ = 0 


: 2 2 2 
OX oy 03 








venügen. und welche ausserdem an der Oberfläche dieser Kugel die Relation 


F-P=( erfüllen muss. Analoge Bedingungen ergeben sich mit Bezug auf 


die zweite Kugel für das Potential &. Man sieht daher sofort. dass die Be- 
stimmung dieser Funcetionen F und & keine Schwierigkeiten darbietet,. dass 
nämlich die Werthe derselben vermittelst der bekannten Laplaceschen Methode 
sofort berechnet werden können. 

Jedoch sind auch hierbei die never Methoden. von denen oben die 
Rede war, nicht ohne Nutzen. Wollte man nämlich der Laplaceschen Methode 
[oleen. so würde man bei Berechnung von F und $ verschiedene Coordinaten- 
systeme zu Grunde legen müssen, indem man einmal den Mittelpunkt der 
einen, das andere Mal den der anderen Kugel zum Anfangspunkt nehmen 
müsste. Wendet man dagegen die zweite der beiden Methoden an, von wel- 
chen oben die Rede war. so kann man sich bei Bestimmung von F und & 
ein und desselben Coordinatensystemes,. und zwar eben desselben Coordinaten- 
systemes bedienen, welches bereits bei Berechnung des vorhin besprochenen 
Potentiales I angewendet werden muss; so dass man also alle drei Potentiale 
Y. F und $ unmittelbar als Functionen ein und derselben Coordinaten **) dar- 
stellen kann. 





N War a ‘ % 
*) Für einen unendlich fernen Punkt muss der Werth von V gegen — conver- 
r 


giren, wo r den Abstand jenes Punktes von irgend einem festen Punkte in der End- 
lie ‚hkeit, und x eine beliebige Constante vorstellt. 

**) Diese Coordinaten er die dipolaren, wenn die beiden Kugeln von einander 
getrennt sind, hingegen die synpolaren, wenn dieselben einander berühren. 
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Sind V. F, $ berechnet. so kann man dann bekanntlich die Diehtie- 
keiten der gesuchten elektrischen Belegungen der beiden Kugelflächen leicht 
durch gewisse Differenlialquotienten dieser Potentiale darstellen. Bezeichne! 
man nämlich jene Dichtigkeit bei der einen Kugel mit E, bei der anderen 


mit //. so ist 


’ oF oJ 
4nrE — 
or o7 
oD oV 
inH = —— —, 
vo ( 0 


wo r den Radius der einen, o den der anderen Kugel vorstellt. 

Endlich werden dann die in diesen Ausdrücken für E und // noch 
enthaltenen willkürlichen Constanten CE und /' leicht der Art bestimm! wer- 
den können. dass die auf jeder Kugel vorhandene Elektrieitätsmenge den für 
dieselben geeebenen Werth besitzt. 

Man sieht aus dieser Darstellung, dass die von mir für die Lösung 
des Elektrieitätsproblemes gegebene Methode nicht nur allgemeiner als die 


Poissonsche sondern auch bedeutend direeter und einfacher als jene ist. 


Halle. 1862. 
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Application des eoordonnees elliptiques ä la recherche 
des surfaces orthogonales. 
(Par M. William Roberts &% Dublin.) 


u 
Sit 
(1.) F(eo)+F,(u)+F,v) = « 
"equation dune des trois series de surfaces dont il s’agit, exprimee en coor- 
donnees ellipliques, & elant un parametre variable. Les quantites o, u. v 
s’expriment,. comme l'on sail, en x, y, z par les @quations suivantes: 


x y zZ 
0 en “ esr" un 
. - 

2 2 
N y z 
u En ce — u’ F ? 
za IR*. F Br 1 
v b v” Pi 


Maintenant soil 
Pdo+Mdu-+Ndrv 0 


la differentielle de (1.): il est elair que P, M. N sont des fonctions de o, u, v 


respeclivement, et toutes les surfaces qui apparliennent a ce sysieme seron! 


coupees orthogonalement par celles dun aulre systeme ayant pour equation 


differentielle totale 
P'’do+M du+N'dv 


pourvu ww ail 











PP'(o’—b’)(g’— ec’) , MM’ Cu- b)Ce- - u”) _ NN’ (6 - v”) (c- = _o 
GEYIGET Eu) ur) EO-NUu-N) 7° 


La condition qu’on vient d’eerire resulte des valeurs des elements ds ds", ds’ 
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des lienes de courbure des trois surfaces homofocales au point 9, u, v, savoir 
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On s’apergoit sans diffieult& qu'on satisfait ä cette condition en faisanl 


1 1 oo l 
# MM = Mi ”’ ui BD’ — y’ 


= 


FR = 





ou bien encore en faisanl 


PP’ — > gr MM’ . a 1 ba, NN’ 1 


0 —c ce— u’ c—v 


Par consequent si l’on er 


a [ du E dv 
P(e’ En M(u’—b") J N(b’—v”) ’ 
/. do Y du [4 dv 
= Me—a) /N@-w) 


que l'on designe par 6 et 7 deux constantes arbitraires, les &quations 








el 
u=ß, e=y, u+pe=y representeront trois systemes dont chacun coupe 
orthogonalement le systeme donne (1.). Tous les sysiemes de surfaces qui 
coupent orthogonalement le systeme donne sobtiennent. comme on le trouvera 


aisement. en integrant l’equation suivante aux differentielles partielles. 


Ple’—b’I(e’—c”) _ Mlu’—b’Ile— u”) 0e  Nlb’—v’)le’—v?) do 0 


ea 1 +’) (@’- u’)\(u’—v’) ou (0 —v’u’—v) 0% 
Mais on voit que celte equation a pour integrale partieuliere #+Per = y: 
celte integrale renfermant deux constantes arbitraires,. on sait que lintegrale 
generale sera 
ch (u. v) 0. 


$b desienant une fonction arbitraire. 


2. Nous nous proposons maintenant de determiner les cas. ol deux 
familles de surfaces, dont chacune est donnee par une relation lineaire entre 
u et v sont elles-memes muluellement orthogonales. Afın de trouver les 


formes de P, M, N, qui conduisent au but propose. faisons 

u+fe=P, u+tge=Y, 
f et g etant des constantes, ei supposons que les familles (P) et (y) qui 
coupent orthogonalement le systeme («) donne par l’equation (1.) sentre- 
coupent aussi elles-memes a angles droits. Differentiant V’equation du systeme 
(?) en regardant $ comme constante, on trouvera 











2 e+fb’ +. Er A F i e + fb? 
de Gi .: en du ; 3 Sa dv £ A+f «ei 
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Pareillement le systeme (7) nous donnera ’ 
„ e’+gb’ ce’ + gb’ 3 „ c’-+gb? i 
0° — ——— Zr ers v— — 
de +9 |, du 149 DE rg 0 
P \(e’—b’)(e’—c‘) u (u’—b’Y)(e— u’) "N (b’—v’)(c’—v?) Zi 
Maintenant posons 
e+fb =ß. eg ri 
I+/ 19 


ou il est tres-important d’observer que les quantites # et A sont preeisemen! 
les memes que M. Lioueille a designces par @ et 9 dans son Memoire in- 
litule: Sur quelques cas partieuliers ou les equations du mourement d'un point 
materiel peurent sintegrer. Tome Xi} (premiere serie) du Journal de Mathe- 
matiques pp. 418 et 420. Cela nous fera voir que, en egard aux remarques 
de M. Liouville, les equalions des systemes (/) et (y) peuvent s’eerire de 


la maniere suivante 


f; Fdo m’ du # n’ dv i 
mer. 13,73 If.? aa ETrIT a — { > % 
pP (0° 4°) « WM (u u b ) N (4 “ s v ) 


f Udo m’ du F2 n’ dv BR 
P (0° — 0°) M(’—u”)  N(0—v’?)  °? 








en meltant pour abreger 

7 BRRE | ihase.i. Se, 
(Blech) ’ 

 _ (uw )lu’— 4) 

m = m —— ee, 

(u — b’)(e’— u‘) 

. _ OA) 

öe; (b’— v’)(e’— 9°) 
La condition qui exprime l'orthogonalite mutuelle des sytemes (P) et 


@-u" _ 9 





“ 

g- 

N 
— 


(u’— v’)l (o’— v’)m’ 





2.) = 
4 P° M | N 
3. On satisfait evidemment a cette condition en faisant 

Fa ee 
Pmm> 
ce qui ne peut avoir lieu que si chacune de ces quantites a la meme valeur 
constante. Supposons donc i 
| 
BE Tl. A 1 
Zi Tu : i 


ce qui nous donnera le systeme triple de surfaces orthogonales que voici: 





RE NEE Ne us a Ze 
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/ldg /m du fu dv 0, 
u: . m dus "ndv i 
3.) [== + Ja Sa ER 
.” f I v 
Ido / m du -/- n dv f 
"_ I Wu: Tu u 5 


Ce systeme est precisement celui qui a ete donne par M. Lioueille dans sa 
Note Sur un theoreme de M. Chasles, Journal de Mathematiques, cahier de 
\ 


Janvier 1851. Toutes les surfaces («) sont paralleles entre elles, et elles on! 


pour lieux des centires de courbure deux surlaces homofocales du second 





degre, represenlees par les constantes # et 4. Les systemes (P) et (y) se 
composen! des surfaces developpables dont chacune est le lieu des normales 


mences a une surface («) le long d’une de ses lienes de eourbure. de sorle 


qua chaque ligne de courbure repond une surface (P) ou (7) 

En supposant que 9=e, A=b, les deux surfaces homofocales lieux 
des centres de courbure de («@) deviennent les coniques focales du systeme 
homofocal donne. Par consequent dans ce cas les surfaces (@) sont celles 
que M. Ch. Dupin a considerces depuis longtemps. (Voir un artiele de 
Hachette, correspondance de l’ecole Polytechnique. Tome I, pg. 22.) La 
surface dont il sagit, nommee ceyelide par M. Ch. Dupin, est Venveloppe d'une 
sphere qui se meut en louchant eonstamment trois spheres fixes. Dans ce 


cas parliculier les equalions (3.) prennent une forme tres-simple, savoir: 


(e—b)\u—-b\b—-v)) , 





e BDICHEDICH 
er d (e—n)le—r) __ 
+ Ko+n)letv) 


Les surfaces (@) sont des cyclides paralleles entre elles et les surfaces (3 
et (y) des eönes de revolution. Les sommets des cönes (/) sont ranges 
sur lellipse focale, tandis que leur base commune est [hyperbole focale, les 
sommels des cönes (7) au contraire se meuvent sur I’hyperbole focale. tandis 


que leur base commune est l’ellipse focale. 


4. On satisfait encore a la condition (2.) de l'orthogonalite en posant 


eP=-”, #"M=mM, vN=n, 


qui donne le systeme triple suivant de surfaces orthogonales: 
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Pur do pi mdu E ak er. Z 


4 pie, SE a _ /[ nvdv . 
[> Zruese ” 50 


u forte Pe wor ae 
© 0: 0 — u “ u” EZ 


('e dernier systeme triple de surfaces mutuellement orthogonales na pas 








encore ele econsidere, que je sache. Aucune famille de surfaces paralleles 

ou developpables ne sy trouve comprise. ce qui le rend d’autant plus in- 

ieressant. Etudions-en avec un peu de detail quelques cas particuliers. 
Supposons en ellet que #=c, el que A<u>r, et notre sysieme 


leviendra 


de [eh ee a’ +/- dv /XP—v 


F 0 do u du v dv 
TE a a I u ı + —— +/7 = oe: PB» 
I Ver—b’KE—A) I YAw’— 6°) (u’- 2) T Y( (er: Mi) 





Em 0’) af = ve iM _ Sea _[R—V 
Et een 5 u ee Eu ger =ı. 
Jo0’—c | o’—b’ Iu nn”. e—v’Y b’—v’ / 


Dans ce cas l'equalion du systeme (/). comme on s’en apercoit sans dif- 
fieulte. sintegre algebriquement. Il n’en est pas de meme des svstemes («) 
ei 7). Mais cependant il est remarquable que les courbes dintersection 
une surface (P) avee les surfaces qui appartiennent a lune ou a lautre 
des familles (@) et (y), c'est a dire. les lienes de ceourbure des surface (/) 
sont algebriques. En effet F'equation differentielle du systeme (@) peut eire 


mise sous la forme que voici: 











BIS u MM en e du u Pi... A m 
Ver —-bYE—ı) Ye’ —bYa’—)) —YV’— ri)’ — 
22) de du + dv 2 


> — un en ne ein 
oy(e (0° ?_p°)(0°- 310% =. Be uylu’—b’Y u—)”)  vylb’—v’)()” —v”) 


et celle du systeme (7) sous la forme suivante: 

















AUED. ... SUNORREEN SOEBEN... PEN... 
VE) Ya) — Ya») 
# (4°) ” odo udu r 
| ee) YlE’— 5°) (@’— 2°) . u) Ya) IN 
v.dv ! 





— 





+ Yo Or) ) 
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ee ee 





EEE TERN N TE 
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Cela nous fait voir que les lignes de courbure de la surface (on eerit main- 


tenant & au lieu de 9 et vice versa) ayanl u equalion 


S—8- == —g +/— —— E u nd —— -+ ——— £ IR > (£ 
VCo’—b’)(o’—4) Yw—b’yu’—1) : yo -vV AV”) 


sont donndes par ses intersections avec les deux familles de surfaces 


ü do d D j dv 
J- 2 == 2 ”, >: Fr E . = + Du = o . a ) [ b, 
2 A”) vy(b’—v’)\(A’—v’ 








oy(o’— DD’ — 7 uyQa®- bw. ) 
f- IRRE. >... SR ra u 
(ee) Y@— 0°) (@’—) u) Ya bw’ —R’ 
BE 5 v «dv 
ti —e 
ce —v’)y(b’— va —v 


dont les @quations sont algebriques. Mais dans ce cas les surfaces (PP) et (y 
ne sont pas orlhogonales ni aux surfaces du systeme (@) ni entre elles. 
Maintenant prenons les signes dans l’equation des surfaces (@) comme 


ıl suit: 


o.do | u du v dv 0 
Yo —b’ie’—1) Ya 5u’—2) Ve —r)A’—v?) | 





Cette equalion, elant integree, donne 


Iyo”- b’-+ yo’ ltyuf- b" Hyu‘ tt yb- v’+yi—v"\ 0. 
L’une des deux series des lignes de courbure de la surface represenlee par 


l"equation qu’on vient d’obtenir, sera donnee par ses interseelions avec ha 


famille de surfaces donnees par l'equalion differentielle 





de | du dv 0 
oye—DIE—) uya Dar) vylb—w)R—V 
qui, elant integree, donne 
Ibyo—a+Ayo’—b"\ Ibyu? Hiyı u’- —b°\ Ibya—v’+Ayb’—v\ Po 


et l’autre serie proviendra de ses interseclions avec les surfaces ayanl pour 


equation dillerentielle 
_0dE u du | . v.dv 0 


— Ye’ —b@— A”) a ya) 


ce qui donne, en elfecetuant les integrations, 














a\) 


VEREINE) + VER), 
{Ne -)ar) + Ya )(b’-rR)) 








= yYle-e’)(e-u)(e-r). 
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En prenant les sienes d’une maniere differente, on en deduira que les lignes 
de courbure de Ja surface ayant pour &@quation 


VE HE THE HR) 
_ — - _— [2 0 


WILL V 
seront donnees par ses interseclions avec les deux familles de surlaces, re- 
presenlees par les equalions que voici: 

bye —r + Ayo —b’ by —R + ryu’—e° | gu 
byA’—v’--Ayb’—v’ 














NEE THE TI NE ER) 


Ve —b’)e'— 2”) - 
E— = 


0 VER) + Ye) 


rVE—E-—u,), 


e? _y? 


Revenons mainltenant sur nolre systeme triple de surfaces orthogonales 


Si Fon v fait 6=e, A=b, les @qualions differentielles deviendron! 





de + = EEE 
0 u v 
BEER FE 


e u”- -b? + b’—v’ 
odog _ udu _ vdv | 


e— u’ e—yv? 
Nous ferons abstraction du cas, oü tous les signes dans la premiere de ces 


equalions sonl posilils et ou le systeme («) se reduit a our =a, c'est a dire 


a une suite de plans paralleles au plan des yz. En prenant les signes d’une 


maniere differenie. on a’ le systeme triple suivant de surfaces mutuellement 


orthoeonales: 








SE 
Q 
(w—b°)(b’— 9”) 
o’—b’ a P; 
EL) _ 
ur Y- 


Les equations des surfaces qui appartiennent au systeme qu’on vient d’obtenir 


peuvent s’ecrire d’une maniere qui merite d’etre signalee. En effet, en se 


rappelant les valeurs de x, 9, z, exprimees en Q, u, v, savoir 
bez = our, 
bye—b'y = YVlo—b’w bb v’), 


eye—D’z = Y!e-e)(E—u)(e—r’). 








a 1 Te ER RE FT REFERENT SSR TER 
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on verra que le systeme triple dont il sagit peut etre presente sous la forme 
suivante: 
N. Yy | Re l 


0° & PER". fe 0°- ce” ) 


“ - 


o elant une fonetion de x, y, z, donnee par l’equalion 


Cette observalion conduil a une construelion geomelrique des surlaces don! 
il sagit. Voici le Iheoreme qui en resulte. 

Etant donnee une serie dellipsoides homofocauzx , soit un point pris 
arbitrairement sur Fun des axes, et considerons ce point comme le sommet de 
cönes eirconserils aux ellipsoides du systeme homofocal. Le lien des courbes 
de contact sera une surface delerminee, et en faisant varier la position du 
sommel sur le meme azxe, on aura une serie de surfaces renfermanl un para- 
melre arbitraire. Pareillement deux autres systemes, dont chacun contient 
me constante arbitraire, s obliennent de la meme maniere, en prenant des points. 
silues sur les deux autres axes, pour sommels de cönes eirconserits. Les sur- 
faces qui apparliennent respectivement a ces trois syslemes, se coupent mutuelle- 
ment, deux a deux, a angles droils. 

De plus les courbes dans lesquelles ces trois familles de surfaces se 
coupent deux A deux (ou ce qui est la meme chose leurs lignes de courbure) 
sont des cereles dont les plans sont perpendiculaires aux plans prineipaux. 
En ellet rappelons-nous que «@, 5, y representenl les distances au centre 
des sommels des cönes eirconserits mesurdes respeclivement suivant les axes 
des x, y et z. Soit O le centre et faisons OA =e, OB = >: il est eviden! 
que linterseclion de la surface (e) avec la surface (7) sera le lieu des points 
(M). dont un queleonque est situe sur lun des ellipsoides homofocaux et jouil 
de la propriete que le plan tangent qui y touche Fellipsoide coupe les axes 
des .r et des y respectivement aux deux points donnes A et B. Dapres un 
theoreme de M. Chasles la normale menee a lellipsoide homofocal au poin! 
M perce le plan des xy dans un point P qui est le pöle de la droite AB 
par rapport a la conique focale situee dans ce plan. Par consequent le poin! 
P est donne. Abaissons done de P une perpendieulaire PQ sur AB, et le 
lieu de M ou la ligne de courbure provenant de lintersection de (@) avee (P) 
sera un cerele decrit avec PQ comme diametre dans un plan perpendieulaire 


Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft ı. = 
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AOB. Pareillement on peut demontrer que les deux autres lignes de cour- 
bure (e,y) et (P,y) sont des cercles situes comme il a ete dit ci-dessus. 
Les equalions en x, y, 3 des surfaces qui composent le systeme triple 


quon vient de considerer, sont 





EEE el 
2 A Ai ’ 

@ axc—b ac — C 

2 u 

1 5 Y | p< e 1 
Py+b’' PB Py+-b’—c 

2 2 

c y z 1 


at  pnte—b'y 
5. On satisfait encore a la condition (2.) de l'orthogonalite en faisant 
r m“ r n? 

pP? — M° — 29 N’ - 2 

h- +ko® h- ku’ h-+-kv 
h et k elant deux constantes quelconques. assujellies, bien entendu. aux con- 
ditions quexige l'emploi des coordonnees elliptiques. Ces valeurs fournissent 
la solution la plus generale possible, renfermant quatre constantes arbitraires 
h, k, #, A du probleme que nous nous e&lions propose dans le n"2. Le 
systeme triple de surfaces orthogonales qui en resulte est donne par les 


“ ld j l "nd 
Se Sam Vrn " 
yYh- yh+ku Yh-+kv? 


SE Iyh- ar id de +/ Te du per in" dv = ß, 
,—V ' 

Iyh h-+- ko? Fa hu? 2 da ee E 
/- NER, + 0° u: du + de_y: m = y. 


Considerons maintenant le cas particulier de ce dernier systeme, qu'on obtient 


equalions: 














posant les constantes 6 et A respectivement egales ä c et a db. Voici le 


systeme triple qui s’ensuit: 


"do du dv 
/ —— + / m + y —— od, 
Yh-+ko* y AROER. Yh-+kv 


Vh-+-ko? h-+ h-+-kv‘ 
ap 5 ya TER | 


Yh+ko* , _ Vhyku: , „de 
er 40H ER Zu Lu = Y- 




















La famille des surfaces («) est algebrique.. En general les familles (/) et 
(7) ne sont pas algebriques, mais en combinant leurs &quations avec celle 
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du systeme («@),. on verra que les lignes de courbure des surfaces («) son! 

situees sur des surfaces algebriques. En eflet les equations differentielles des 
systemes (/) et (y) peuvent se@erire respeclivemen! comme il suit: 

” do du & dv | 

h+- kb") ( —- + nn ) 


| (0 b’) Yh--ho’ — (u?—b°) Yh-+ ku? , (b’—v?’) Yh--kv? 





I I ON 
U ( dg Br du > dh ) 0 
} h t ko’ J h- ku | h kv' 
do u du dv \ 
h ii ke j 5 Dass — _— + —— ze 4 — — 
o—e)yh+ko? (e—u?) Yh-+-ku’ ” (e’—v”) Yyh-+-kv’ ) 
I I 
= h( _de + __ MM + dı | 0 


Vh-+ho? —yht-hu?  Yh-hv / 


Par consequent lune des deux especes des lignes de courbure d’une surface 
appartenant au systeme («) est donnee par lintersection de la surface en 
question avec la famille de surfaces ayant pour equation differentielle 


l | I Iv 
do 2. du Ä a 0. 


(0 —b’)yh+ko’ (w’—b’)yh+ku?  (b’—v’) yYh-+kv’ 
tandis que l'autre espece des lignes de courbure est donnee par linterseclion 
avec les surfaces representces par l’equation differentielle 


du dv 





do 
Se == gung r* ae ne — —— r - - E 0, 
(o—ec)yh+ko (c—u’)yh+ku (ce —v)yh-kv 
et ces deux equations ont des integrales algebriques. 
Supposons maintenant que h=a, k l. et l'on aura pour l’equalion 


differentielle de la famille («) 
do du dv 
Fe TI Tr 
ya—eo ra —u ya —v 


ce qui nous donnera 
. ’ . . v er & 
arc(sin .. €) + are (sin | 2) | are (sin _ — ) are (sin ). 
dad a ad ad / 


dou Fon deduit pour l’equation algebrique en coordonnees elliptiques de Ta 
famille («) 
a (+ W+r 4er) (Fi +Er + Wr’) +4apur (+ Wr + 


— Raa (+ u +r)+4ouv” — Ba’agur + ac‘ 0. 


Les lignes de courbure de cette surface sont donndes par ses inlersections 


avec les deux familles de surfaces ayant pour equations diflerentielles 
he! ” 








T e: 
# z 
; 
2 
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a 
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do | du dv 0 
ET" Do er Ya BRITEN . 
(oe —b’)ya’— eo (u b)ya— u (b’—v’)ya’— v' 
do du dv 0 
(0° — ce”) Yya’— E' (e’— u”) ya’— u’ (—»v’)ya’— v’ | 


dou Fon deduit les @quations suivantes de ces familles: 


iya’—b’o—bya- -oYya’—b’u—bya’— uw ya’—b’v—bya’— v’\ r 

na ni 7 urn —. en = -- .— 1 a u 3 Re u" l >) 
\YYa’—b’o+bya’ o’iya’ b’u- bya’—u’tyya b’v-+bya’— v’\ 
Wr gen u Se Zn ya 

ya —co—cya eo sıya —c u—cya —ua fıya —c 9 —cya —v; * 

ge WR Der me BE 7 P* 
o’tiya’ ce u+rceya u’'yya’ e v+cya v’\ 


IVa’—c’o+cya’ 


On obtient facilement l'equation en x, y, = des surfaces qui composent la 


[famille (@) dans le cas qu'on vient de considerer. La voici: 
ea t+y+r+b+cd— 4a —a)("’+ ca + ey’ +b’3’-+-b’e 
tebex( + yV +2 +b+c+a—2a)+AMb’eda? — 0. 


En y faisant «a = «, on retombe sur le cas des eyelides dont il a ete question 


dans le mn’ 3. 
Collese de la Trinite. Dublin. le 5 Janvier 1863. 








Ueber die Flächen deren Normalen eine zexrebene 
Kläche berühren. 


(Von Herrn J. Weingarten.) 


D:. Gesammtheit der Normalen einer krummen Fläche lässt sich. 
wie bekannt, in zwei Schaaren abwickelbarer Flächen zusammenfassen. welche 
die betrachtete Fläche in den Krümmungslinien schneiden. Die Rückkehr- 
kanten dieser abwickelbaren Flächen erzeugen zwei Flächen. die durch jede 
dem Normalensystem angehörige Gerade berührt werden: die beiden Schalen 
der Fläche der Krümmungsmittelpunkte. In einer Abhandlung „Ueber eine 
Classe auf einander abwickelbarer Flächen” (Bd. 59, pag. 382 dieses Journals) 
habe ich nachgewiesen. dass auf einer jeden dieser Schalen die Rückkehr- 
kanten der betrelfenden Schaar abwickelbarer Flächen und die Curven. welche 
die Endpunkte gleich langer Hauptkrümmungsradien verbinden. ein orthogonales 
Curvensystem bilden, welchem die von Gauss in den „disquisitiones circa 
superficies curvas besonders hervorgehobene Eigenschaft zukommt. einen 


Linienelemente der betreffenden Schale die Form 





Ydo’ + mdo° 
zu geben, in welchem Ausdruck 9 die Grösse des im Anfangspunkt des 
Elementes endenden Hauptkrümmungsradius, o den Parameter der ihm ent- 
sprechenden Krümmungscurve der Fläche, deren Normalensystem untersuch! 
wird. do und do die Incremente dieser Grössen für den Endpunkt des Ele- 
mentes angeben, während m der Gleichung: 
BE 8 
2 oo 
genügt. in der o' die Grösse des zweiten zu o gehörigen Hauptkrümmungs- 
'adius bezeichnet *). 
Aus diesen Beziehungen ersieht man durch eine Schlussweise. deren 
Ausführung nur auf eine Reproduction der Seiten 358 und 389 der angeführten 
Abhandlung hinauskäme, dass die von Monge für specielle Fälle durchgeführte 





*) A.a. O. sind die Grössen 0, 6, m respective durch p, g, @ bezeichnet, während 
für das Folgende p, q; E, F, @ die von Gauss eingeführte Bedeutung behalten. 








I. 


Lösung der Aufgabe: 


Weingarten, zur Theorie der Oberflächen. 





die Flächen zu bestimmen, deren sämmtliche Normalen eine zegebene 


Fläche berühren 


auf die Transformation des Quadrates des Linienelementes: 
‘dp’ +2 Fdpdg-+ Gdg 


der geeebenen Fläche in die Form: 


do’ t 


zurückgeführt werden kann. 


Sind die Coordinaten &, 7, & 


mdo' 


eines beliebigen Punktes der gegebenen 


Fläche durch zwei Variable o und o, welche die verlangte Transformation 


herbeiführen. 


mungsmittelpunktslläche die gegebene 


bestimmt. so ist die Fläche. als deren eine Schale der Krüm- 


sich darstellt. durch die Gleichungen: 


\ 


2 oE oN ü ol 
ze =5s—p ——: v„=n—-—p—ı 3 = u -0 — 
“ J en co ee” 
auseedrückt. während die folgenden: 
—# 92 "=n—(0 )) > E £ (0 ) os 
IE — — 0-0 )——; — )) — 
N I co / / \S N / e1N) > - € \ J oo 
s 2m 
0— 0 — 
i cm 
vo 
den Lauf der der gegebenen Fläche zugeordneten Schale anzeigen. 
Was die Transformation des Quadrates des Linienelementes 
d’+dı?+dZ° = Edp’+2Fdp dg-+ Gdg’ 
in die Form 


do’+mdo 
anbetriffi. so weiss man. dass dieselbe auf die allgemeinste Weise herbeige- 
führt wird. wenn die Coordinaten eines beliebigen Punktes S, 7, { der gegebenen 
Fläche bestimmt werden durch seinen geodätischen Abstand 0 von einer auf 
der Fläche willkürlich gezeichneten Curve, und durch deren Bogen o, gezählt 
von einem heliebig gewählten Anfangspunkt bis zum Fusspunkt dieses Ab- 
standes. Berücksichtigt man diese geometrische Bedeutung der Grössen o und 
o für die Fläche (£7{). so erkennt man aus den Gleichungen (1.) ohne 
Schwierigkeit folgendes 
Theorem. 
Spannt man über eine gegebene Fläche, senkrecht gegen eine will- 


kürlich auf derselben gezeichnete Curve, eine Schaar biegsamer Fäden. 


i 
; 
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denen man sämmtlich, von den Punkten dieser Curve an gerechnet. eleiche 
Länge giebt, so erzeugen die Endpunkte dieser Fäden bei ihrer Abwicke- 
lung die allgemeinste Fläche, von welcher die gegebene eine Schale der 
Fläche der Krümmungsmittelpunkte ist. 
Bei dieser Abwickelung beschreibt jeder Endpunkt eines Fadens eine 
Krümmuneslinie der erzeugten Fläche. 
Aus dem Vorhergehenden folgt, dass die analytische Lösung des von 
Monge gestellten Problems nur die Integration der Differentialgleichung der 
veodätischen Linien für die gegebene Fläche erfordert. welche nach Gauss 
(Disquis. circa superf. art. XXI, Form. (6.)) von der Integration der partiellen 


Dilferentialeleichung 


00° oo 00 ‚co 
(2) EG-F? = ET—-2FI — +6 
og op vq op» 


abhängig gemacht werden kann. Diese Differentialgleichung. auf welche auch 
eine direcle Untersuchung des gestellten geometrischen Problems führt. ist 
keine andere als die für den Fall einer in der betrachteten Fläche stattfinden- 
den Bewegung eines Punktes, auf den keine äusseren Kräfte wirken. durch 
die Hamilton - Jacobische Theorie aufzustellende. 

Die zur Bestimmung von 6 ebenfalls von Gauss aufgestellte Dilferential- 
sleichung (l. ec. Formel (6.)): 

I SB oO „ od ‚co\ 00 
3) (E z = = a = (F a 
erfordert nach geschehener Bestimmung von 0 keine neue Integration. Ist 
nämlich »& die in das Integral o eingehende willkürliche Function. und sub- 
stituirt man in dasselbe &+h@® statt w, wo @ eine Function desselben Argumen- 
tes wie &, so erhält man ein neues Integral P der Differentialgleichung (2. 
Die Substitution der Entwickelung von P nach Potenzen von Ah: 
P= o-+hs+-- 

in (2.) zeigt alsdann. dass s oder der erste Coeflicient dieser Entwickelung 
das geforderte Integral der Gleichung (3.) giebt. 


Berlin. Juli 1861. 
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Ueber das Problem der Normalen bei Curven und 
Oberflächen der zweiten Ordnung. 
(Von Herrn A. Clebsch zu Carlsruhe.) 


D:. Aufgabe. von einem gegebenen Punkte aus Normalen an einen 
kegelschnit! zu ziehen, ist von Herrn Cayley (dieses Journal Band 56, pag. 182) 
und von Herrn Fiedler in dessen ausgezeichneter Bearbeitung von Salmons 
Conie. seetions (p. 565) verallgemeinert und dadurch in den Bereich derjenigen 
Aufgaben gezogen worden. welche für die algebraische Behandlung in allge- 
meiner Form von Interesse sind *). Es sei mir erlaubt an eine analytische 
Behandlung eine Discussion des Problems zu knüpfen, welche auch für das 
\ormalenproblem einige neue Resultate mit sich führt. 

Die alleemeine Aufgabe lautet: 

Auf dem Kegelschnitte U=fX,,.A,.X,)=0 soll ein Punkt Ä so 
sefunden werden, dass die Verbindungslinie von X mit einem gegebenen 
Punkte x dureh den, in bezug auf einen zweiten Kegelschnitt e =V ge- 
»ommenen Pol der in A an ÜU=0 gezogenen Tangente geht. 

Oder auch. was dasselbe ist: 

Die in A an U=V gezogene Tangente soll sich mit den in Bezug 
anf eV gezogenen Polaren der Pınkte X und x in demselben Punkte 
treffen 

Man kann offenbar beide Kegelschnitte immer so projieiren, dass sie 
eonlocal werden. In der Projeelion ist dann die Linie Ar Normale von U -0 
im Punkte A. so dass die Resultate der vorliegenden Aufgabe auf das Problen 
der Normalen sofort übertragen werden können. 

Ebenso führt das Problem der Normalen an eine Oberfläche zweiter 
Ordnung auf die Aufgabe: 

Auf der Oberfläche zweiter Ordnung U=VO soll ein Punkt X so ge- 
funden werden, dass, wenn man von X den Tangentenkegel an eine 
zweite Fläche zweiter Ordnung e=V legt, die Polare eines gegebenen 
Punktes x in Bezug auf diesen Kegel mit der in X an U=V gelegten 
Tangentenebene zusammenfällt. 


y. 


) Eine derartige Verallgemeinerung, für allgemeine Curven und Flächen, ist 
schon von Steiner Bd. 49 d. J. gegeben worden; dieselbe ist aber ganz anderer Art. 








B- 
%: 
> 
re 
ha 
% 
A 


7  DRE ERIBE er 


ENG De RE NEE ah 


> 
i 
B 
4 
Fi 
? 


b 
A 
®. 


SET ae ET RE a Te 


4 
R| 
. 
# 
3 
E| 
| 
; 
2 
R 
R 
3 
; 





Clebsch, Problem der Normalen für Curven und Flächen zweiter Ordnung. 65 


Bezeichnet man zwei homogene Functionen zweiter Ordnune durch 
U, W, sobald darin die Veränderlichen X eingeführt sind. und durch x. e. 
wenn darin die x als Veränderliche auftreten: sind ferner U;, V;, u;. e; ihre 
partiellen Differentialquotienten dividirt durch 2. so sind die beiden angeführ- 
ten Probleme in dem folgenden System von Gleichungen enthalten. wenn darin 


n—»3 oder n=4 gesetzt wird: 


©; - /. U, "T u J i - 
(1 \ Ü, ze /. U, - u } i . 
zZ Bu: /. U, - a 4 ) A b 


wobei die 4, « unbestimmte Factoren sind. Die Elimination der X aus diesen 
(Gleichungen führt auf eine Gleichung 2(»—1)"" Grades für a die bereits 
von Joachimsthal unter Zugrundelegung der speciellen Form. welche con- 
focalen Oberflächen und Curven entspricht, untersucht worden ist (Bd. 53. 
pag. 149 dieses Journals). Eine weitere Untersuchung dieser Gleichung in 
allgemeiner Form, namentlich in Bezug auf den Fall »=4,. bildet den Gegen- 


stand des Folgenden. 


$. 1. 


Die Gleichung des Problems wird aufgestellt. 
Bezeichnet man durch 7 die aus den Elementen 4u,-+ ur, (wo a;. 
?;, die Coefficienten von x, © sind) gebildete Determinante und durch 4,, ihre 
Unterdeterminanten. so folgt aus den Gleichungen (1.): 
4X, = 9 Int Ant +0, Ans 
41.X, = u Iu+9%Ia+ +9, Ian; 
A.X, = 9, 41.+0 Ia+ "+9, Im: 
Daher. wenn man diese Werthe in die Gleichung U=0O einführt: 


222 2u,0,I,:0, I: _ Ü. 


welches die gesuchte Endgleichung ist. 

Um dieselbe in eine geschicktere Form zu bringen, bemerke man nur. 
dass nach einem bekannten Determinantensatz. wenn 4;,,,, eine Unterdeter- 
minante zweiter Ordnung ist: 

4; A x — I; I — A ° I op . 


Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 1, 
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Somit nimmt die obige Gleichung auch die Gestalt an: 


>’ N Na, Ai yy ah 
Z2u,4;, u u 1 q 0,4, AI . S222 U, ?T g Ö, I rap 


0. 
Da nun noch «;, als der Differentialquotient des Elementes Au; ur;, nach 4 


bezeichnet werden kann, so ist 





BEN oA 

> / — ; 

A a 

go. . .,; AERRER > SS. i 

a dm um mm U;, l 0, Fa — oA (223 l ‚do, RR “ 


und wenn man also 42 die Function 


y Dt ee 3 
2.) 2= 220,04, 


nennt. so wird endlich die resultirende Gleichung: 
o8 
i 3- A ——— 0. 
, oA oA 

Betrachtet man 4, « als constant, die x aber als Veränderliche,. so wird der 


Ausdruck links eine homogene Function zweiter Ordnung. Für »=3 ist (3.) 


dann, wie eine Vergleichung der Formeln (1.) sofort nachweist, die Gleichung 


eines Kegelschnittes von einfacher geometrischer Bedeutung. Wenn man durch 
den Schnitt von «=0, » =0 einen Kegelschnilt Aa+ue = 0 legt. für jeden 
Punkt von «=0 in Bezug auf den neuen Kegelschnitt die Polare construirt. 
und deren Pol in Bezug auf ve = 0 sucht, so beschreibt derselbe die Curve (3.). 
Ebenso entsteht für »=4 die Oberfläche (3.) von der zweiten Ordnung. 
wenn man durch die Schnitteurve von «=0, v=0 eine neue Fläche Au -+ur — 0 
leet. in Bezug auf sie die Polaren der Punkte von «= 0 sucht. und die Pole 
der erhaltenen Ebenen in Bezug auf e=0 darstellt. 

Die Diseriminante der Gleichung (3.) 2(»—1)'" Ordnung hat eine merk- 
würdige Eigenschaft. welche allen Gleichungen derselben Form zukommt. 
welches auch die Functionen 4, 42 sein mögen. 


$. 2. 
Bildung der Discriminante. 
Soll die Gleichung (3.) zwei gleiche Wurzeln besitzen, so muss auch 
ihr Differentialquotient nach A verschwinden, d. h. es muss sein: 


ng ng 
OÖ AI O 2 
oA oh 
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Da nun diese Gleichung sowohl als (3.) durch die Annahme 2—0. 4-0 
erfüllt wird. so ergiebt sich sofort: 
Die Discriminante der Gleichung (3.) enthält als Factor den Ausdruck. 
welcher, gleich Null gesetzt, das Resultat der Elimination aus den 
Gleichungen 2 0, 4=V bildet. 
Ist insbesondere, wie hier, der Grad von 2 um Eins niedriger als der von 4. 
so lässt sich der übrigbleibende Factor leicht bilden. Es sind nach Potenzen 
von 4 geordnet die Funclionen 4, (2 von der Form: 
2 = al +(n-I)aur?+..., 
IS = bA"+n.b'ui 
Daher die gegebene Gleichung: 


TE od o8 Alesden => 
(4.) (0) m I A d Yu u -1—- ea ab. a ” + 2 (n- ab . N Kal u 


Sollen zwei Wurzeln gleich sein. so hat man noch durch Differentiation nach 





und 
04 | 
Ei Ze u da = (2n—2) ab." +2.(n—1).(2n—3)ab.i”*u.... 
>. 
| © 04 GN &, 7 
0 — —(N— - I—)=rR? (n-1)ab.I” +. 
Ou oh o4 N 


Da offenbar die beiden letzten Gleichungen verschwinden für u=0. b=0, 
so ist 5b ein weiterer Factor der Diseriminante. 
Soll aber der oben erwähnte Fall. wo £2 und 4 zugleich verschwin- 


den. und dadurch in der Gleichung (3.) zwei gleiche Wurzeln auftreten, aus- 


veschlossen werden. so folgt aus 4.) und der ersten Gleichung (5.) noch: 


EIOY PB PR Be 
r 0 — — = n.n—1.abi""+Rn.n—1.n—2.abu.K” +: - 


oA 04° oh 0o4 








Aus der Verbindung dieser Gleichung mit der ersten Gleichung (5.) entspringt 


die durch « theilbare Gleichung: 


0=(n 2-2 =) S_- (nd — 21 ar — an.n—1.a'b.ui”.. 





Mit Hülfe dieser Gleichung wird nun auch aus der zweiten Gleichung (9. 


die durch « theilbare rg abgeleitet: 


0 o4 oR . 
0-10 rer 








Die Division durch « führt man leicht aus, indem man nach den bekannten 
g* 
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Formeln für homogene Functionen 42, 4 und ihre ersten Differentialquotienten 
durch die zweiten ausdrückt. Alsdann erhält man folgende drei Gleichungen 
vom 2n—4“" Grade: 





„4 PR , od ON RL: 0 
| Be ı- Bee B. UL- Aas — 
\ Or N\ 04 nm (RR), okou OK ’ 
6) /g, 4 0’ oa O8 0’ od ,o0 2 0°4 
I Maar Nu a nr —(R-1)uno —A- — —=0. 
| okou Okou ohou ou ohdu ou’ OL ou 
Fon od IR. 2 u, oA O8 
2). u. nen 1 N u Tre y ER - (n—2) It = r = m 0. 
oA oAcu oN ou ou 04 
Multiplieirt man diese Gleichungen mit 4", 4"*u, ... u", so erhält man 
3(2—2) Gleichungen vom Grade 3» —7, aus welchen man die 3(»—2) Grössen 
DT Pu, Hu, ..., @"" durch Bildung einer Determinante 
(T.) G = 


eliminirt. Dieselbe ist für die Coefflicienten von 42 sowohl als für die Coef- 
fieienten von 4 von der 3(2—2)"" Ordnung. 

Bezeichnen wir nun durch F=0 die aus 2 =0, 4=0 entspringende 
Endseleichung, so ist 

() R=b.F.G 

die Determinante der vorgelegten Gleichung. Sie ist in der That für die 
Coefficienten sowohl von 2 als von 4 von der Ordnung An--6, wie es 
sein muss. 

Die oben ausgeführte Elimination lässt sich auf elegantere Weise 
folgendermassen bewerkstelligen. 

Statt der Gleichungen (3.) kann man offenbar folgende beiden sub- 
stituiren: 

I-+-mul2 —= 0. 











2 Qo oA 0. oo 082 04 


ATI NET =” 
kann man denselben die folgende beifügen: 
oA ou —_ 
"ae 0. 


Aber nach bekannten Methoden ersetzt man diese Gleichungen durch das 
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System: 





04, ._P.uR 
2. m BER - () 
Ob ol 
0’ u 0 
okou ohou 
0A, 0o.uS 
= tm ——— —=(. 
OU OU 
und aus diesen Gleichungen sind 4, «, m zu eliminiren. Multiplieiren wir 
dieselben mit 47, #7” u, ... u”; alsdann entstehen 3(p-+1) Gleichungen. die. 


als linear betrachtet. die 2(a+p—1) Unbekannten 


3 + 


z.—. u er er BRUT . . m.tu 


enthalten. Um dieselben eliminiren zu können. muss 
2(n+p—1) = 3(p-Hl) 


oder 





p = in—) 
sein; was dann auf eine Eliminationsdeterminante der 2(32—6)"" Ordnung. 
und auf die 3»—6" Ordnung für die Coefficienten von 4 und 2 führt. wie 
dies oben für @ gefunden wurde. 


$. 3. 
Der erste Factor der Discriminante ist ein vollständiges (Juadrat. 
In der gegebenen Gleichung sind die Coeffieienten Functionen der .r. 
In Bezug auf diese Veränderlichen sieht man nun leicht den weiteren Satz ein: 
der Ausdruck F ist das vollständige Quadrat eines in lineare Factoren 
zerfällbaren Ausdrucks. 
In der That kann man sich die Gleichung F=0 dadurch gebildei 


. T . ) . . 
denken, dass man die Werthe, welche aus /=0 für > sich ergeben. in 
1 
den Ausdruck 


xy u ee 

24,00, — ku Ku 
einführt, und sämmtliche Werthe von (2, welche so entstehen. mit einander 
multiplieirt. Wenn aber /=0, kann man bekanntlich immer solche Zahlen 


# bestimmen, dass 


I I U, 


wird. Hiedurch geht (2 in das Quadrat eines in den x linearen Ausdrucks 


über, w. z. b. w. Diese linearen Ausdrücke haben zugleich die Eigenschaft. 
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dass beide Funclionen a, © gleichzeitig in Aggregate ihrer Quadrate über- ' 
seführt werden können. Denn setzt man, indem S,. &. ... lineare Verbin- h 
dungen der .r. bedeuten: i 
a—= mMitpR&t+tpS 
e = MSstmsgt+qgS. 


so wird. wenn J, (2 für die Veränderlichen & ebenso eebildet werden. wie 


ursprünglich für die Veränderlichen «: 


1 = (kp tug)kptug)... (Ap.t ug,)- Ä 
und oleichzeitie 
2 £2 2 £2 Ä 


= aa Fang Bu... |, 
2 rag, Ap,t+ug, \ 





daher. wenn man die Wurzel ; = -—- aus 40 einführt. 2 mit & pro- 
i 
portional. Da nun nach der Theorie der Invarianten der so erhaltene Aus- 
druck von dem ursprünglichen sich nur durch einen constanten Factor 
unterscheiden kann, so sind offenbar die 5 von den oben gefundenen linearen 
Ausdrücken nur um constante Factoren verschieden. 
Setzt man = 3, so ist hierin der Satz enthalten: 
Diejenigen Punkte, für die zwei Lösungen des Problems zusammenfallen, 
bilden das doppelt gerechnete gemeinsame Polardreieck der Kegelschnitte 
„»—=0. ce =0. und ausserdem eine Curve sechster Ordnung G =. 
Projieirt man die Kegelschnitte so dass sie confocal werden, so ent- 
steht aus der Curve @=0O die Evolute von «. 
Für = 4 hingegen kommt der Satz: 
Die Punkte, für welche zwei Lösungen des Problems zusammenfallen, 
bilden das doppelt gerechnete gemeinsame Polartetraeder der Oberflächen 
„=0. 2—=0, und ausserdem eine Fläche zwölfter Ordnung G =. 
Führt man die Flächen «=0. e=0 durch lineare Substitutionen in confocale 
über. so verwandelt sich @=0 in die Fläche der Hauptkrümmungsmittel- 


D.ye" SV7Sr HERREN EEE en 


punkte von ». 


$. 4. 
Andere Bildung von @=0. Fälle algebraischer Lösbarkeit des Problems 
fürn =4. 


Den Ausdruck @ und die Gleichung @ = 0 kann man noch auf eine 
andere Art erhalten. welche vor der im Vorigen auseinandergesetzten wesent- 
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liche Vorzüge besitzt. Die in $.2 zur Bildung von @— 0 aufgestellten Glei- 


chungen konnte man auch so schreiben: 





I4+um22 =(. 
04 os 
—- +uUmMm —— =(. 
oh ob 
0’4d 0’ 
—— + um =, 
oh 


und das Bestehen dieser Gleichungen ist identisch mit der Forderune. es solle 
sich eine Zahl m so bestimmen lassen, dass die Gleichung n“ Grades 
A+m.ul = 0 
drei gleiche Wurzeln besitze. 
In dieser Ausdrucksweise bildet man sehr leicht die Gleichung G@ 0 
für »=3 und »=4. Sei erstlich »„=3. Es muss dann identisch werden 


(8.) I+m.u? = (ka+uß). 

Führt man in dieser identischen Gleichung für 4, « die Werthe #4, «., #", u 

,”", «” ein. welche der Gleichung /=0 genügen. so hat man nach dem 
ı? m 


Vorigen für «.(2 die Werthe »/”, »/”, 7", wo die „ in den .r linear sind. 


4 


und. gleich Null gesetzt. die Seiten des für «, © gemeinsamen Polardreiecks 


darstellen. Demnach wird: 


“ ’ ‚2 
„a+ u n°.m, 
ur) , 2 
„o+uß =n°.m, 
N" 22 2 
W'a+u"P = n'"’.m, 


und durch Elimination von m, a, P: 


In? / u 
| | 
‚ga \ | 3 .n„ Dr... ) 
(8".) iA 5 
| m? „m 22 
77 4 w 
! j I 


der gewöhnlichen Form der Evolutengleichung entsprechend. 
Für »—=4 erhält man die Bedingung dafür, dass die Gleichung vier- 


ten Grades 


A+m.ul = VÖ 
drei gleiche Wurzeln habe, aus der bekannten Eigenschaft der Gleichungen 
vierten Grades, die Existenz dreier gleichen Wurzeln durch das Verschwinden 
ihrer beiden Fundamentalinvarianten anzuzeigen. Da 
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A=b ++ Ru+6b" Ru + Ab" WW + b, uf, 
Le Br al S 3a ut+3a u +a"u, 


so sind die Invarianten i, j der obigen Gleichung: 


| 





i = 6(b®+ma”) +4(b’+m£)(b”" 43m G)+3(b"+m£). 








a a 
b b' m — b"--m- 
g,) 4 2 
| ' | a a’  .” 
j — |b’+ m zZ b"+ Mm b"+3m- 
| | a’ a” 
b’--n 7 b"'+ 3m —- b®’+ma”" 


Setzt man der Kürze wegen hiefür: 





i = A+RmA,+m’A,. 
3 = b+3mB,+3m’B,+m’B,., 
so erhält man @=0 als Eliminationsresultat der Gleichungen i=0, j—0 
in der Form 
A RA 4 0 oO 
0 A 2A 4 0 
10) ==) 0 A 2A A: 
bBb SB 3B B, 0 
0 B 3Bb, 3B, B, 





oder, wenn man mit Hülfe von ©=0 zunächst den Grad von j=0 auf doppelte 
Weise erniedrigt. und dann m aus den erhaltenen drei Gleichungen zweiten 


(irades eliminirt: 





3B,A—2A,B 3B,A—A,B B,A 
| l a (r == 0 — B A» 3B,A,— A B; 3B,A:—2A,B, ® 
| A 2A, A, 


Eine elegantere Gestalt nimmt diese Gleichung an mit Hülfe 
sen. welche ich Bd. 58, pg. 273 dieses Journals über die 
(Gleichungen angestellt habe, von denen nur eine den zweiten 
man erhält aus denselben die Form: 


12) G=0= 
a ABB) | A A, 
8, gj')Aı 3 Bl- A, A, 


A| 2 
 4,| A B, B, ıIBA,+B,A—2B,A,, B,A,+B,A—2B,4, 








der Betrachtun- 
Elimination aus 
Grad übersteigt: 


B A,+B,A—2B,A, 
B,A,+B,A—2B,A,|- 


0 
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Ich bemerke, dass die A, B in Bezug auf die x von der doppelten Ordnung 
ihres Index sind. so dass @=0 wirklich eine Fläche zwölften Grades darstellt. 

Es verdient erwähnt zu werden. dass man für »—=3 an Stelle der 
ursprünglichen Gleichung sechsten Grades 

Ba 
oh oA 
eine andere selzen kann von eigenthümlicher Form, in welcher m die Un- 
bekannte ist. Denn da diese Gleichung ausdrückt. dass die Gleichung 
IA-+m.ufl — 0 

zwei gleiche Wurzeln habe. so hat man nur die Diseriminante dieser Gleichuno 
vierten Grades gleich Null zu setzen. Diese ist aber #’—- 275°’ 0: und so 
wird die zu substituirende Gleichune in m. indem man diese Diseriminante 
verschwinden lässt: 

13. (A+2mA, + m’A,)’ —27 (B+3mB, + 3m’B, + m’B,)' 0. 
Diese Form ist unter Anderem dadurch merkwürdig. dass sie auf einige Fälle 
führt. in denen das Problem algebraisch lösbar ist. Zwei Fälle. in denen 
dies eintritt, sind folgende: 

I. Wenn AA—A; =0d. Durch Multiplication der Gleichung (13. 
mit 4 erhält man dann: 

(A+A,m)’ = +y27A.(B+3B,m+ 3B,m’+ B,m°). 
also zwei Gleichungen dritten Grades an Stelle einer Gleichung vom sechsten 
Die Fläche AA, — A; = O ist vom vierten Grade: und mit Hülfe ihrer Gleichung 
geht die Gleichung (12.). mit A’ multiplieirt, in folgende über: 
(BA}j— SB, AA} + 3B, A’A, — B, 4°) 0. 
Die Fläche AA,— A) = 0 berührt also @ = 0 längs einer Curve. durch welche 
sich eine Fläche sechster Ordnung 
BA} —3B, AA +3B, A’A,— B, A? 0 
legen lässt. Man hat aul diese Weise den Satz: 
Das Problem ist algebraisch lösbar für alle Punkte einer Fläche vierter 


Ordnung 


(14) AA-A = 0, 


welche die Fläche G =V in einer Curce berührt, durch welche eine Fläche 


sechster Ordnung 
15.)  BA}—3B, AA) +3B, A’A,— BA’ — 0 


sich legen lässt. 
Journal für Mathematik Bd. LXH. Heft I. 10 
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2. Wenn B:B, = B,:B, = B,:B,. oder 
16.) Bi=BB,,. BB = B,B. 
Dann erhält man durch Multiplication mit D* aus (13.): 
(A+2A,m-+ A,m‘) yB' —= 3(B+mB,)'. 
also drei quadratische Gleichungen statt einer Gleichung sechsten Grades. 
Die Gleichungen (16.) stellen eine Curve vier und zwanzigster Ordnung dar: 
mit Hülfe dieser Gleichungen aber verwandelt sich @=0, mit B* multiplieirt, in 
(B’AR—2BB, A, + Bi A) — 0. 
Dies viebt. ganz wie oben, den Satz: 
Das Problem ist algebraisch lösbar für alle Punkte einer Curee vier und 
zwanzigsier Ordnung, welche sich als der Schnitt zweier Flächen vierter 
und sechster Ordnung: 
Bi—-BB,=0, B,B,— BB, —- 0 
darstellt. Diese Curve berührt die Fläche G=V dreipunktig, wo sie 


derselben begegnet (in 96 Punkten), und die Berührungspunkte liegen auf 


einer Fläche vierter Ordnung: 
17.) BA—2BB, A‚+B A =Vd. 

Es giebt noch eine andere Fläche, für deren Punkte das Problem 
algebraisch lösbar wird, indem die sechs Wurzeln der Gleichung 13.) eine 
Involution bilden. Diese Fläche scheint sehr verwickelt und von hohem 
(srade. Doch ist bemerkenswerth, dass für die vorliegende Gleichungsform 
dieselbe sich in drei Flächen auflöst, deren zwei von verhältnissmässig niedrigem 
Grade werden. In der That, wenn die Wurzeln der gegebenen Gleichung 
in Involution stehen, kann man immer durch eine lineare Transformation die 
ungeraden Potenzen der Unbekannten verschwinden machen. Nun geht die 
vorliegende Gleichung durch die Substitution 





m = 
über in die Form: 
UH2A,u+AW2U(B+3B, u +3B + Bw) = 0. 
Und so erhält man die gesuchte Fläche durch Elimination von «, 5, y, 0 aus 


den Gleichungen: 
| AA, u BB, 


(18.) AUHEA AA = UBBEHID: B.). 
a, %Ü > DD; 


u 
“a 
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Aber diese Gleichungen werden erfüllt dureh die Gleichungen 
(19.) 4,=0. B=-0 B=0. 
oder auch durch 
2) u=0 8-06 8-0. 
und die Eliminationsresultanten der Systeme (19.). (20.) müssen daher in der 


des Systems (18.) als Factoren enthalten sein. 


$. 5. 
Die Curve = 0 für n=3. (Evolute.) 

Ich gehe jetzt genauer auf das Problem für »—=3 ein. welches den 
Normalen eines Kegelschnitts entspricht. Die beiden Invarianten der Gleichung 
vierten Grades 
782 04 


| Li Packard 0 
ji OJ 


„| Um 


a 
> 1: 


seien wieder durch ö, j bezeichnet. Da nun die Gleichung ausgerechnet die 
Form hat: 

0 = (ab a’-3b"a”) ur: (2ab""-Hb’a”) Wr = (Zab"-Ha'b'-3a'b WR-Aba'un- abs, 
so findet man sofort: 


a of "b-+ab" en 
19.) i- 3( z ab) — dh 


- 





und so die Haupteigenschaft der Gleichung. dass ihre erste Invariante ein 
vollständiges Quadrat ist. 
Die Diseriminante AR zerfällt demnach in zwei Factoren: 
R=v’— 2 = 27 W—j\(h-+j). 
Bezeichnet man nun mit F=0 wie in $. 2 das Eliminationsresultat der Glei- 
o dass 
a mw ee » 8 
er GE "GE 
F=- 0 0 a U ad, 
b 30 35" b" 0 
0 5b 3% 3" 0" 
wo denn auch #=0 das Quadrat der Producte der Seiten des zu «u, © ge- 
hörigen Polardreiecks ist. so muss einer der Factoren h’—j, h’-+j offenbar 
das Product b.F, der andere @ darstellen. Inzwischen wird für b=0. wie 
10 * 


nm 


chunsen 1=0. 2 —0, 
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man leicht übersieht, A’ = —j; daher hat man 


(20°) bF=n.(k+j), G=n.(W-j)., 


wo n. » constante Zahlen bedeuten. Um x» zu bestimmen, lasse ich alle 


in i ’ e a'b 
Coefficienten bis auf a”.b verschwinden; dann bleibt bDF=b’.a”, h= — 

‚ / ab 3 } . . . . .. 

=, ——) . also » 4. Setzt man auch » = 4, und eliminirt j, so erhält man: 


(/ Sh’ — 


! 


Um endlich F anders auszudrücken. seien 4. 4. 4’ die Wurzeln von 4 =. 


AR 


und 2 nehme für diese drei Werthe die Ausdrücke 7’, 7", 7” an. wo die 
Gleichungen 7 =0, 7" —=0, 7'"—=0 die Seiten des zu «, » gehörigen Polar- 


dreieceks bedeuten. Ist endlich 
ER. | 
H nn, 
so muss F auf H’ zurückkommen. In der That, da 
4, + 2a, A" +aı Ta 


b+ 35,29 +36, 29’ +b1®° — 0, 


C 


so erhält man durch Multiplication von F mit der Determinante 


1a 2» # 


11 .f “12 13 .n 

7 - 1? 113 WIE ' „12 10 
Fe HE u” 3 =—/1 % 471.44 
I 1 


| 

h ri e 3 | I 4 h 
| 
| 


au me vw er 
000014 


den Ausdruck: 








7? An v7 00] 
an eo Br . 
| BE EEE DI SE FIT EP a 
Pe 0.50 He 
| 
00 da 06" 
Da nun ferner noch offenbar b, = —b.44'4”, so ergiebt sich aus der Ver 


eleichung beider Ausdrucksweisen: 
(21) bF=bH", 
und endlich für @ die Gestalt: 
G = SW—b’H". 


’= 
hi 
= 
& 
BR" 
/ 
Ä 
a 
Er 
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Die Gleichung der Curve also, für welche zwei Lösunsen des Problems zu- 
ammenfallen, und welche der Evolute entspricht, ist in rationaler Form 
während oben eine irrationale Darstellungsweise gegeben wurde): 

22.) G=8W’—-P’H=0. 


Diese Curve hat offenbar sechs Rückkehrpunkte in den Schnittpunkten des 


Pe nd?) 


Kegelschnitts A = 0 mit dem Polardreieck H=0, und zwar sind die Seiten 
des letzteren die Rückkehrtangenten. Es ist zu bemerken. dass dies Polar- 
dreieck nicht nur zu # und © sondern auch zu den aus # und » abgeleiteten 
Formen a, a,. a, gehört, mithin auch zu dem Kegelschnitt h=0 selbst. dessen 
Gleichung sich durch die @ auf lineare Weise ausdrückt. 
$. 6. 
Allgemeines Curvensystem, welches die Curve @ = 0 einschliesst. 

Die Curve @ = 0 sowohl als der Kegelschnitt A—=0 können aber als 
Glieder einer merkwürdigen Gurvenfamilie betrachtet werden, deren einzelne 
Glieder durch die Eigenschaft characterisirt sind, dass für jeden Punkt einer 
solchen Curve das anharmonische Verhältniss der nach den entsprechenden 
Punkten X gezogenen Geraden denselben Werth annimmt. 

Bezeichnen wir durch & das anharmonische Verhältniss der vier Wurzeln 
einer biquadratischen Gleichung. Durch lineare Transformation kann ınan dann 
diesen Wurzeln die Werthe geben: 0, 1, «, x. Die Iransformirte biqua- 


dratische Gleichung wird zugleich: 


und daraus findet sich 


und demnach 


no [Ce +1)’ — 3@ |’ .2 
i = 108. I-9e (« - 1)-+2(e +1) # & 


Setzt man der Kürze wegen 


(@ +1)’ — 3a ]’ 
29, IERE? PABHENR - ir =.) Hm... WOHER 
(23.) A 4 | — 9a (a +1) | 2(a«- 1)’ y “ 





so wird diese Gleichung 
(24) W—-RTA)” =0, 


und dieselbe gilt noch immer, wenn auch i, j für eine beliebig linear mit « 
zusammenhängende Veränderliche gebildet werden. 
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Wenden wir dies auf die im Vorigen behandelte Gleichung an. wo 


’—= 33h’, so erhält man | 2 
W-Aj =0, 


oder die beiden Gleichungen: 
W"-+jyA=0. MW-jyA=O0. 
Ersetzt man j durch H’, so entspringen endlich daraus die Gleichungen: 


sr r_ b’yA ‚U? _ I: Re 
29.) h’— AyA—1) H—=V0, h Warn —V. 


Diejenigen Punkte also. für welche die Wurzeln der biquadratischen Gleichung 





ein bestimmtes anharmonisches Verhältniss haben, liegen immer auf zwei 
Curven sechsten Grades (25.), welche einem System 

W”—xH’ = 0 
angehören. Alle Curven dieses Systems haben dieselben sechs Rückkehr- 
punkte. welche auf dem Schnitt des Kegelschnitts 4 = 0 mit dem Polardreieck 
H-%0 liesen. und deren Rückkehrtangenten die Seiten des Polardreiecks 
selbst sind. 

Gehen wir inzwischen auf die ursprünglichen Gleichungen (1.) des 
Problems zurück, so zeigt sich. dass die Gleichung der durch x und den zu- 
vehörigen Punkt X gelegten Geraden. die laufenden Coordinaten durch X 
bezeichnet. also die Gleichung 


A, Ä, 2 

= A, 3 "> | zaznsi 0. 
Ä ı | 

A, A; x; | 





mil der Determinante 7 multiplieirt. übergeht in: 


0-40; +uV,;, AU, +uV, Amt uv ‚DQ,+uh © im+tuv; 





| 
| = | 
‚U, +uV,;, AU; +uV, Amy+up;| AU, +ul, % IAm-+ur; 
oder 
U vo u ho u 
0=4U, o» »+tu om 
lo 1,» U; 














Aus dieser Form folgt sofort, dass das anharmonische Verhältniss der vier 
in Rede stehenden Geraden mit dem der vier Wurzeln der biquadratischen 
Gleichung identisch ist. 

Der in Rede stehende Satz. angewandt auf das Problem der Normalen 


eines Kegelschnitts, lässt sich folgendermassen aussprechen: 
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Die Punkte, von denen man vier Normalen an den Kegelschnitt ziehen 
kann, deren anharmonisches Verhältniss ein gegebenes ist. bilden zwei 
Curven sechster Ordnung: alle so entstandene Curven haben die nämlichen 
sechs Rückkehrpunkte, die auf einem Kegelschnitt liegen: und zwar fallen 
von denselben zwei ins Unendliche, die vier anderen sind die Spitzen der 
vvolute. Die ückkehrtangenten sind allen Curven des Systems gemeinsam. 
nämlich die Hauptaxen und die Linie in der Unendlichkeit. 

Setzt man insbesondere «= 0, 1 oder ®. so werden zwei Wurzeln 
oleich. In der That ist dann A=1, und die Gleichungen (25.) redueiren 
sich auf H’=0, Sf" —bH—0, d. h. auf das doppelt gerechnete Polardreieck 
und G=. 

Setzt man hingegen @ = —1. so dass die betreffenden vier Geraden 
ein harmonisches System bilden, so wird A=»; in diesem Falle fallen dic 


beiden Curven (25.) in eine einzige Curve 


RZ EM = 0 


zusammen. 
Ein weiterer bemerkenswerther Fall tritt ein. wenn A —=0. so dass 
1+V—3 
Be ee. 
2 


wo die Curven (25.) abermals in eine einzige zusammenfallen. nämlich in 
(en dreifach gerechneten Kegelschnitt A=0. Der Kegelschnitt h = 0 ist also 
der geometrische Ort der Punkte, für welche das anharmonische Verhältniss 


der vier Geraden einer imaginären dritten Wurzel von —1 gleich wird. 


$. 7. 


Werthsysteme der x, für welche drei Lösungen des Problems zusammentallen. 
Aus dem Vorigen folgt sofort, dass die sechs Rückkehrpunkte zugleich 
die einzigen Punkte sind, für welche drei Lösungen des Problems zusammen- 
fallen. Denn in diesen Punkten muss sowohl ö als j verschwinden, was eben 
auf jene Rückkehrpunkte führt. 
Das Problem, im Allgemeinen diejenigen Werthsysteme der .r zu finden. 
für welche drei Wurzeln nd zusammenfallen, kann man auf folgende Weise 


behandeln. Ersetzt man die Gleichung 


082 od 
26) 4-2 = 0 
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durch die beiden: ) : 
A+m2 —=N. 4 
(27.) 04 | a»; 0 ; 

a, tm = d 


so muss, damit (26.) zwei gleiche Wurzeln habe, das System (27.) noch be- 
stehen. wenn man 4 durch 4+d}. und m durch m-+ dm ersetzt. Hierdurch 


erhält man: 
2.dm = VO. 


28.) 170° N 2 i 
+ tm Et 5) dA - „dm = 0. 


(leichungen. welche mit (27.) zusammen entweder auf 
29.) 4=0, 2=0, 
d. h. auf die Gleichung F=0, oder auf 
od 08 od DE 
30) J+m2=0, —+m— =0, —- 4m. —=0 


ol oO 2, A ob 


Y 


führen. d. h. auf die Gleichung G@ =®. 
Sollen nun drei Wurzeln 4 gleich werden, so kann man in (28.) wieder 
+ di, m+dm an Stelle von A, m selzen. Man erhält dann weiter: 


O © 
\ — di dm+-2dm = DO. 


En 


31. 
0° 7382 
I(SE+m E a di’ nn „tm —— )d’i-+ 2. dmai + 22 n m — V. 


0)’ 


Es ojebt hiernach zwei Ülassen von Baer für welche drei Wurzeln 
; einander gleich werden, von denen eine die ersten Gleichungen (28.). (31. 


dureh die Annahme 
2—0. dm — 0. 


die andere durch die Annahme 
dm =V, d’m=0 
erfüllt. Im ersten Falle erhält man daraus die Gleichungen: 
= 0, | 
dg=W 
. | 64 ö82 | 
(32.) \ — m —— 0. 
04 


24 220 
Er I im I = 0: 


” Hier : wie ım Folgenden ist der Bequemlichkeit wegen u =1 gesetzt. | Ä 
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im zweiten aber: 





oA 02 
I 

—ts -—- = 60, 

oA oA 

33.) Fe 

7 0’4 o’Q 0 
N neo rn va _ “ 
Ey O4’ | 
04. o’R 0 
— + m —— 

oA’ oA 


Das System (33.) lässt sich einfach dadurch ausdrücken, dass bei passender 
Bestimmung der Zahl m die Gleichung 
A-mR2 — 0 

vier gleiche Wurzeln ergiebt. was bei =» selbstverständlich nicht eintreten 
kann. Das System (32.) hingegen ist dadurch characterisirt. dass für dasselbe 
oleichzeitig F und @ verschwinden. Dasselbe stellt also für »—3 den voll- 
ständigen Schnitt des Polardreiecks mit der Curve G=0,. für »—4 den 
unvollständigen Schnitt des Polartetraeders mit der Fläche @=0 dar *). 

Die den Gleichungen (32.) entsprechenden Werthsysteme der x besitzen 
eine merkwürdige allgemeine Eigenschaft. Bezeichnen wir allgemein durch 
Jf den Ausdruck 


n 9 


© Br: of 
of = L da,+ SL da, +++ de 


7 EA 2 da 
so erhalten wir aus den Gleichungen (27.). indem wir von einem Werthsystem 
x zu einem benachbarten fortschreiten: 

2dm--md2 — 0. 
(34) 1,0% u. PR: ESPRIT; 565 
| (> je rm je ) dA -+- FR didm-+mod- 77 AR = Od. 
Bewegt man sich so fort, dass das System der x fortwährend der Gleichung 
@G—=0 genügt, so reducirt sich die zweite Gleichung (34.) auf 
oR oR 


—— tn 
eW 


m —=dQ$. 
CO r 








so dass man aus dieser, zusammen mit der ersten Gleichung (34.). erhält: 


ala > IR 
35.) 2.0 3 


a7) Ey] = 
Ö ) 





Für a=3 und »=4 erhält man hieraus die Tangente und Tangentenebene 





*) Es können in der That weitere Theile dieses Schnittes gefunden werden, von 
denen weiter unten die Rede ist. 
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der Curve oder Fläche @=0 dargestellt durch die Formel: 


ER OR a OR 


36.) M.EX; EX, Rn) 


Ohöx; ch 0%; 
Aber es ist oben gezeigt, dass für gewisse Systeme der x, welche den 
Gleichungen F=0, G=0 gleichzeitig genügen, (2 einem vollständigen Quadrat 
gleich wird. Für diese Werthsysteme verschwindet also gleichzeitig (2 und 
02; und so wird die Gleichung (35.) oder (36.) illusorisch. 

Gehen wir daher in (34.) zu unendlich kleinen Grössen höherer Ordnung 
über, so erhalten wir, mit Hinweglassung der verschwindenden Terme 42, 042: 


£ “ 2 N 02 n I 6 
— dm di. + md —— -d.+mödR — 0. 
o4 oh 


was sich mit Hülfe der zweiten Gleichung (34.) auf 
02 — 0 


redueirt. Da nun für die betrachteten Punkte 





| | 


2 — (0 ++" "+0,%,), 
so ist diese Gleichung, wenn man statt des Increments dx die Veränderliche 
X’ setzt. nichts Anderes als 
(A, ++: +0,X,) = 0, 
und so hat man den Salz: 
Für einen Theil derjenigen Werthsysteme, welche zugleich den Gleichungen 
F=-0, @=0 genügen, fallen diese beiden Gleichungen bis auf Grössen 
zweiter Ordnung inclusive zusammen. 


Für »=#3 ist dies der oben bereits bewiesene Satz: 


In den Schnittpunkten der Curve G=O mit dem Polardreieck hat erstere 
Rückkehrpunkte, deren Tangenten die Seiten des Polardreiecks sind: 
und für n=4 findet sich der Satz: 
Die Schnitteurven der Fläche G=0 mit dem Polartetraeder sind zum 
Theil ebene Rüchkehrcurven der Flächen, deren Tangentenebenen die 
Flächen des Polartetraeders selbst sind. 
Auf dieselbe Weise fortschreitend, wie im Anfange dieses $. begonnen 


wurde, gelangt man zur Bestimmung der Werthsysteme der x, für welche 
vier Lösungen des Problems zusammenfallen. Dies geschieht, wenn eines der 


folgenden beiden Systeme erfüllt ist: 








ae en rer 
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2. 9. 
4=0, 
A+-m2—0. 
2 —. 0. 
oA 02 oA 02 
—m—- ). be Wenn 
ai Ey] ( 7 m 0. 
.. \ ro. Zu = “ 
31.) ( oA ii 0° = 0 04 | 9° ' 
O0 ;' Zr rm Br 0. 
04 a od 0’ 
O2 ig m Ari 3 _ 0. ar 3 vo m F pl 3 Ü. 
| 0:82 


V. 


mM 
oh oA 
. 


Man erkennt sofort. dass das zweite System auch für » 4 nicht mehr er- 
füllbar ist. Das System 1. stellt für »—4 nichts Anderes dar als die Schnitt- 
punkte der Curven, welche durch die Systeme (32.). (33.) gegeben sind. Ich 
komme auf dieselben später wieder zurück. 


$. 8. 
Werthsysteme der x, für welche zweimal zwei Werthsysteme zusammenfallen. 

Diejenigen Werthsysteme der x, für welche zwei Wurzelpaare der 
vegebenen Gleichung zusammenfallen. sondern sich in drei Classen. Ent- 
weder kann für beide Wurzelpaare F, oder für beide @, oder für eines der- 
selben F, für das andere @ verschwinden. Doch das letzte führt nur zum 
Theil auf Neues; ein anderer Theil dieser Systeme ist bereits in den Glei- 
chungen (32.) enthalten und gehört deswegen nicht hierher. 

Werthsysteme der ersten Classe erhält man, wenn zwei der linearen 
Factoren, aus deren Quadraten F durch Multiplication gebildet ist, gleichzeitig 
verschwinden. Für »=3 und »—=4 erhält man also den Satz: 

Für die Ecken des Polardreiecks, respective für die Punkte der Kanten des 
Polartetraeders, fallen zweimal zwei Lösungen des Problems zusammen. 

Für die zweite Classe von Werthsystemen sind die Gleichungen (30.) 
auf doppelte Weise erfüllbar. Für beide Werthe von A kann man dann die 
Gleichung (36.) bilden. Im Falle »=3 hat man dann zwei Tangenten an 
G—0; diese Punkte werden also Doppelpunkte jener Curve. Für »n— 4 hat 
man zwei Tangentenebenen; die betreffenden Punkte bilden also eine Doppel- 


curre von G —d. 


A 
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Diese Werthsysteme sind ausserdem dadurch characterisirt, dass. wenn 
man @ als Eliminationsdeterminante darstellt, nicht blos @ sondern auch seine 
Unterdeterminanten verschwinden müssen, damit schliesslich die Bestimmung 
der 4 nicht auf eine lineare Gleichung führe sondern auf eine quadratische. 
Für a=3 und »=4 werden dieselben leicht ermittelt. Sei zunächst » — 3. 
Die Benutzung der Gleichungen (6.) führt dann auf die Darstellung von @ 
durch eine symmetrische Determinante: 

\3a'b"— 2b" a’ 3a’ b’— b"a 2ab'—b"a‘ 
38.) @ = \3ab’—b"a  Rab'—b"a+3a”b 2a’b 8 
2ab'— ba 2a'b ba | 
Soll nun nicht blos @ verschwinden sondern auch dessen Unterdeterminanten. 
so muss man drei Zahlen p, g, r so bestimmen können, dass 


| 3a b"— 2b" a = p', 2a'b = qr, 
(39)  Rab'—b’a+3ab=g, 2ab'—b"a= pr, 
ba=r, 3a’b'—b"a = pg. 


Hieraus bildet man leicht die Gleichungen : 
p(pb’ — gb" -Hrb'")=0.  plap— R2a'g+3a”r) = 0. 
r(pb — gb’ +rb") =, r(aqg— Ra’r) =. 
Da nun in (39.),. wie man leicht sieht, weder p noch r verschwinden kann. 
so erhält man hieraus: 
40.) p:g:r = b"—b/b"" : bb" — bb": b"— bb", 
a:2a' : 3a” 
= (bb —b"): (bb —b")(bb"— bb"): (bb —b/b")’— (b’6"— b"?)(bb"—b"”). 
Die Gleichungen \40'.) stellen zwei Kegelschnitte dar, in deren Durchschnitt 
die vier Doppelpunkte von @ =V liegen. 
Mit Hülfe der Gleichungen (39.) geht zugleich die biquadratische 


Gleichung (3.) für A in die elegante Form über: 


(p+gi-+rl) = 0, 


oder in: 
b bb 1 
0=-|!b! WW" —4 
h’' b''' 72 








Die Wurzeln A bestimmen sich also für alle vier Doppelpunkte durch dieselben 
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Werthe. Dies veranlasst zu einer allgemeinen Bemerkung. Für jeden Werth 
von n giebt es 2" Werthsysteme der x, welche dieselbe Gleichune für 
ergeben: es sind dieses die Systeme, welche man erhält, wenn man die Ver- 
hältnisse der « bestimmten Werthen gleich setzt. In dem Problem der Nor- 
malen hat man so stets 4, respective 8 Punkte; es sind die in den ver- 
schiedenen Räumen des Coordinatensystems analog gelegenen. 

Auch wenn » = 4, wurde oben @ als Eliminationsresultante dreier qua- 
dratischen Gleichungen dargestellt (11.), deren eine die folgende ist: 

41.) A+2A,m+A; m = 0. 


Man kann nun zur Aufsuchung der fraglichen Werthsysteme sich wieder des 
Mittels bedienen, die Unterdeterminanten von @ verschwinden zu lassen. Be- 
quemer führt hier die Betrachtung zum Ziel, dass dann die quadratische Glei- 
chung (41.) in der ceubischen Gleichung 
bB+3B,m-+ 3B,m’+B,m’ — 0 
als Factor enthalten sein müsse. Setzt man also: 
B+3B,m+ 3B;m’+ B;m’ = (p-+ qm) (A+23A,m+ A,m' 

so ergeben sich die Bedingungen : 

B= pA4, 

3B, = %pA,-+ 9A, 

3b, = pA:+r2gA,. 

b, = q4;. 
Dies führt durch Elimination der p, q sofort auf die Gleichungen 
(P= B(4Aj— AA,) —6B, AA, +3B,4°’ = 0, 
(0=2BA,A—-3B, AA; +B,4’=0, 


die Gleichungen von Oberflächen vierter und sechster Ordnung, deren Durch- 

schnitt die Doppeleurve vier und zwanzigsten Grades der Fläche G = OÖ liefert. 
Drückt man die Unterdeterminanten von (41.),. was sehr leicht ist. 

durch P und Q aus, so ergiebt sich für @ der folgende sehr merkwürdige 


f 4 ‘% \ 


en.) 


Ausdruck: 
(43.) A%.G = AP’—-RA,0OP+AQ, 
welcher die Existenz der Doppeleurve P=0, Q=0 auf der Fläche @ = 0 
durch den blossen Anblick sofort nachweist. 
Die Schnitteurve der Flächen P=0, Q=0 hat noch eine andere be- 
merkenswerthe Eigenschaft. Denn da nach (43.) auch 
AG = (AQ— A, P)’ + (AA — A) F'. 
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so zeigt sich, dass die Schnitteurve P=0, Q=0 mit derjenigen Curve, in 
der die Fläche (14.) AA»—Aı = die Fläche @=0 berührt, auf einer ein- 
zigen Fläche sechster Ordnung 
AO—A,P = 0 
enthalten ist. 
$. 9. 
Schnitt der Fläche @ = 0 mit dem Polartetraeder. 

Die dritte Art von Werthsystemen, für welche zwei Wurzelpaare 
zusammenfallen, bildet mit den aus (32.) bestimmten Systemen zusammen für 
» = 4 (was hier statt einer allgemeinen Zahl » allein betrachtet werden mag) 
den vollständigen Durchschnitt des Polartetraeders mit @—= 0. Derselbe zerfällt 
also in vier Paare von ebenen Curven, deren immer eine eine Rückkehrceurve 
der Fläche ist. 

Um = zweite Art von Curven zuerst zu bestimmen, hat man neben 
1-0. 2 =0 aus (32.) 

a EEE. 
oA 04 oA 0% 
Ist daher 4 eine Wurzel von I=0, so dass 2 in 7’ übergeht, so erhält 





man ausser der Gleichung 7=0. welche eine Fläche des Polartetraeders 
darstellt. in (44.) die Gleichung einer Fläche zweiter Ordnung. Die vier 
Rückkehreurven sind also Kegelschnitte. 

Hingegen erhält man die anderen Curven, indem man die Gleichungen. 
aus denen @ — OÖ fliesst: 











04 j 082 u 
5 en ur) 7 
o°’.1 0’ 
EYE HM a = Ö 
mil den Gleichungen £'=0, 2’=0 verbindet, wo in den letzteren A’ an die 
Stelle von A gesetzt. und A’ von 4 verschieden ist. Setzt ınan sodann 
— 41-4 — 2-2 
1 = —— 2= ———., 
u >= A = 


so folgen aus den Gleichungen (45.) auch die folgenden: 





od o8 
o4 a7, nn 
0’4A 082 
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Diese Gleichungen haben genau den Character derjenigen. durch welche bei 
n—=3 die Curve G@ = bestimmt wurde: das Resultat der Elimination ist 
also eine Fläche sechster Classe, welche von der Ebene n=0 in der frag- 
lichen Curve geschnitten wird. 

Die vier Curven sechster Ordnung, für deren Punkte also zweimal zwei 
Wurzeln 4 zusammenfallen, stehen mit den vier Rückkehreurven. den oben 
erhaltenen Kegelschnitten. in einer einfachen Verbindung. Jede der vier 
Curven sechster Ordnung trifft die drei Rückkehreurven. welche nicht in ihrer 
eigenen Ebene liegen, in je zwei Punkten; in den Punkten nämlich, in welchen 
die Gleichungen 

ru Mei dern Br FR MEI 


oA 04 oA 0A . 
gleichzeitig bestehen. Wegen der Gleichungen 2’ = 0. 2 —0 liegen diese 
Punkte auf den Kanten des Polartetraeders:;: und weil die Keeelschnitte Rück- 
kehreurven der Fläche @=0 mit den Flächen 7 als Tangentenebenen sind. 
so hat jede der Curven sechster Ordnung auf diese Weise sechs Rückkehr- 
punkte, deren Tangenten drei Kanten des Polartetraeders sind. und welche 
zu zwei mal zwei auf den sechs Kegelschnitten liegen. 

Jede der vier Curven sechster Ordnung hat vier Doppelpunkte. wie 
dies bei a=3 für die Curve @=0 nachgewiesen wurde: dieselben sind 
offenbar Durchschnittspunkte der Doppeleurve P=0,. 0-0 mil der ent- 
sprechenden Fläche des Polartetraeders.. Man sieht dies direct ein. indem 
man erwägt. dass die Punkte jener Doppeleurve dadurch definirt sind. dass 
für sie die Gleichungen 

IJ+m2 = IQ. 
m 





—t4m — = 0 
, " o4 u 
0’A RL _g 
u: 


durch zwei verschiedene Werthsysteme der A, m erfüllbar sind; während die 
hier betrachteten Doppelpunkte ebenderselben Bedingung genügen, unter Hin- 
zunahme der Gleichungen 2 =0, 2’ —=0. 

Ebenso gehören zu dem Schnitt einer Fläche des Polartetraeders und 
der Doppelceurve die 12 Punkte, in welchen sich die betreffende Curve sechster 
Ordnung mit dem entsprechenden Kegelschnitt trifft. Für diese Punkte nämlich 
bestehen die Gleichungen (45.) abermals für zwei Werthsysteme 4, m, und 
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ausserdem noch die Gleichungen /=0, (2 =0, in denen 7 einen der beiden 
gedachten Werthe selbst annimmt; wodurch die Bedingungen der Doppelcurve 
zueleich erfüllt sind. 

Man kann leicht sehen, dass auf keine andere Weise Schnittpunkte 
der Doppeleurve mit dem Polartetraeder aufzustellen sind. Sonach würden 
die Flächen des Tetraeders die Curve P=0, Q=0 vom vier und zwanzigsten 
“rade nur in 16 Punkten schneiden. Aber dies Dilemma löst sich. wenn man 
die 12 Schnittpunkte einer Curve sechster Ordnung mit dem betreffenden Kegel- 
schnitt untersucht. Für diese Schnittpunkte bestehen folgende Gleichungen: 








| A+m2—0. I —=O, 
\ 62 on | 
» | — j . En vo’ — 
46. \ ) m ok 0. -—_ n— be 
04 | 02 ol 98 ol 0°?4' 
..- (1 Mm —-, = 0, 737 33a en V. 
o4 oA oA o4 o4 O4 


Ich werde aus diesen Gleichungen die Schnittpunkte dadurch bestimmen. dass 
ich die Coefficienten von 42 eliminire, und zu einer cubischen Gleichung für 
‚. gelange, deren Wurzeln, in die obigen Gleichungen eingesetzt, drei Kegel- 
schnitte ergeben, die mit dem gegebenen Kegelschnitt sich in den 12 gesuchten 
Punkien durchschneiden. Sei zu diesem Ende e=4-—4; dann ist nach der 
Deiinition: 

0. 4m!  .e 0°.J-+m! e® 0.24 ml Eee 0.1 mR 


a Ti ae Ta ae Ti en 





Aus dieser identischen Gleichung hat man durch Umkehrung: 


ne Ban 


0.44m2 € 0°.dJ-mQ2 e® 0°%,.I4-+m$l 








-— (4+mß) - 




















oh oh 72 a oe: 9 
o.a+m2'! _0.4+m2 e 0.J+m2 , 8 0°.4-+-m8 
® OK” E ol 1 ON 37.2 02° ? 
dm 0°. 4+mQ 0°. 4+-m8 
D 7 = r - neo er rao 
3 oA” oh" O4 


oder wegen der Gleichungen (46.): 


0.1 + m! e® 0°.4-+m2 
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Setzt man dies in die letzte Gleichung (46.) ein, indem man derselben die 


Gestalt giebt: 








2 


ol (ON ae, od 04 oQ' 
m - rar tm >) 


o4' N 04” O4 oO) oO, 


so erhält man sofort die ceubische Gleichune: 
re . 
0 — &.(e rt 6 Ir) 

Da diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat. so fallen viermal zwei von 
den 12 Schnittpunkten zusammen, und man hat den Satz: 

Jede der vier Curven sechster Ordnung berührt den ihr entsprechenden 

Kegelschnitt in vier verschiedenen Punkten, in denen beide auch von der 

Doppeleurve berührt werden. 
Von diesen vier Berührungspunkten ist offenbar jeder als doppelter Schnitt- 
punkt der Polartetraederflächen mit der Doppelcurve aufzufassen. Die andern 
vier Schnittpunkte des Kegelschnitts mit der Curve sechster Ordnung sind 
aber. da in ihnen die Doppeleurve nicht den Kegelschnitt tangirt. offenbar 
Rückkehrpunkte der Doppeleurve und so als dreifache Schnittpunkte zu rech- 
nen. wodurch denn auch die richtige Zahl von Schnittpunkten 44-4.2--4.3—= 24 
erreicht wird. Und man hat den Satz: 

Die Doppelcurve wird von jeder Seitenfläche des Polartetraeders in vier 

Punkten berührt. Sie hat ausserdem 16 Rückkehrpunkte, deren immer 

vier in einer Fläche des Polartetraeders liegen, mit dieser Fläche als ge- 


meinsamer Tangentenebene. 


$. 10. 


Von acht Kegelschnitten, welche auf der Fläche @ = 0 liegen, und den acht 
Ebenen, in welchen sich dieselben befinden. 


Ausser den Rückkehreurven giebt es noch andere Curven, für deren 
Punkte drei Wurzeln 4 zusammenfallen. Dieselben sind durch die Gleichun- 
sen (33.) bestimmt, oder dadurch, dass der Ausdruck 4+4-m42 für dieselben 
ein vollständiges Biquadrat wird. Setzen wir also, um diese zu finden: 


(47.) J+mL2 = (p+gA)". 
Es seien A’, 4”, A”, #”" die Wurzeln von 4=0, und die entsprechenden 
Werthe von £2 seien 7”, n'”, 7", 7". Führt man die angegebenen Werthe 
für A in (47.) ein, so hat man sofort: 
Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 1. 12 
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am = (p+gi') 


48.) | ym = (p+q#), 
Sc, er SP en 
n ym = (p+tgqg4 ), 
\_ m wir PLLLIAV 
eo. 7 ARTEr 15 


wo für die Vorzeichen der 7 alle beliebige Combinationen gewählt werden 
können. Die Elimination von p’, 2pgqg, g’ aus den Gleichungen 48.) führ! 


dann zunächst auf die Gleichung: 





In ..& 2 | 
7 .n m | 
} E. ia, 
49.) |° | = 0, 
n" | am zen | 
n" ze VALUE: 


welche. indem man den » alle möglichen Vorzeichen ertheilt, acht verschie- 
dene Ebenen darstellt. in welchen die betreffenden Punkte acht verschiedene 
Curven bilden. Bezeichnet man ferner durch i, k, h irgend drei der Indices 


I. 2. 3. 4. so bildet man aus (48.) leicht auch die Gleichung: 


oder 
Da) __ 3A) ILL) / Hd 32 /3d)__ zCh)\2 
NR INN AI) | 
LI2 Ye“ , ” x } Y/a L -/(/ \2 7/3 . - , \2 


„(had _ IE _I,O,LI ID _IO 27206) _ 20012 \ 
+ RN 277? APR m)" ) 


Dies ist die Gleichung eines Kegels zweiter Ordnung, welcher seine Spitze 
in einer Ecke des Polartetraeders hat (7 =0, 7” =0, n”=0), und welcher 
durch alle Punkte hindurchgeht, welche in zweien der Ebenen (49.) liegen: 
denjenigen nämlich, die nur durch das Vorzeichen des vierten 7 unterschieden 
sind. So hat man den Salz: 


Ausser den Rückkehrcurven existiren auf der Fläche G=UO noch acht 
Kegelschnitte, für deren Punkte drei Wurzeln A zusammenfallen: von den 
acht Ebenen derselben schneiden sich viermal zwei in jeder Fläche des 
Tetraeders,. und die in zwei solchen Flächen enthaltenen Kegelschnitte 
liegen auf einem Kegel zweiter Ordnung, dessen Spitze die gegenüber- 
liegende Ecke des Tetraeders ist, so dass von jeder Ecke des Tetraeders 
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vier Kegel ausgehen, und dass jeder Kegelschnitt in vier Kegeln enthalten 
ist. deren Spitzen in den vier verschiedenen Ecken des Tetraeders liegen 
Die gegenseitige Lage der acht Ebenen ist dadurch ausgesprochen. dass 
sie sämmtlich in dem Schema 
+E+E’+E"+E" =- 0 
enthalten sind. wo die E lineare Ausdrücke in den x bedeuten und von den 
n nur durch constante Factoren verschieden sind. Die gegenseitige Abhäneis- 
keit solcher acht Ebenen kann man sich auf folgende Art versinnlichen. Gehe 
man von irgend einer der acht Ebenen aus und betrachte die vier Geraden. 
in welchen sie die Seiten des Tetraeders schneidet. Durch eine solche Gerade 
führe man eine Ebene, welche zugleich durch die gegenüberliegende Tetraeder- 
ecke geht. Zu den drei Ebenen, welche durch diese Gerade eehen. suche 
man die vierte harmonische; die vier Ebenen, zu welchen man auf diese 
Weise gelangt. gehören ebenfalls dem System an. Sodann verbinde man die 
Schnittpunkte der erstgedachten Ebene mit zwei gegenüberliegenden Kanten 
des Tetraeders durch eine Gerade. und lege durch dieselbe zwei Ebenen. 
deren jede durch eine jener beiden Tetraederkanten hindurchgeht. Auf diese 
Weise hat man drei Gerade, durch deren jede dreiEbenen gehen: sucht man 
wieder jedesmal die vierte harmonische, so erhält man die drei Ebenen. welche 
das System vervollständigen. 
Diese acht Ebenen haben eine merkwürdige alleemeine Bedeutung 
Man kann nämlich offenbar die Gleichung (49.) als die Bedingung dafür be- 
trachten. dass die Gleichung /+mf2 —=0 zwei Paar eleicher Wurzeln besitze 
In der That hat man dann 
50.) A+mf2! = (p+Rgi-+ri). 
woraus sich ganz auf dem oben benutzten Wege die Gleichung (49.) ableiten lässt. 
Es war aber jede Doppelwurzel dieser Gleichung eine Wurzel der Gleichung 
iS 
oh ch 

Auf diese Weise hat man also zwei Wurzeln dieser Gleichung. welch: 
demselben m entsprechen, oder mit anderen Worten, die transformirte Glei- 
chung in m besitzt zwei gleiche Wurzeln, ohne dass die gegebene Gleichung 
deren hat. Und so ergiebt sich das Theorem: 

Für alle Punkte der acht Ebenen (49.) ist das Problem algebraisch lösbar. 

indem zwei Wurzeln m in (13.) gleich werden, ohme dass die entsprechen- 


den 4 einander gleich sind. 


12* 
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Die acht Kegelschnitte haben in ihrer gegenseitigen Lage noch weitere 
Besonderheiten. Betrachten wir zwei der acht Ebenen, welche sich in einer 
Ebene n schneiden. Da die auf ihnen liegenden Kegelschnitte einem Kegel 
angehören, so folgt sofort, dass beide Kegelschnitte sich in zwei Punkten 
schneiden, welche in der betreffenden Ebene n liegen. Aber bestimmt man 
ihre Coordinaten aus (48.), indem man dasjenige n7 verschwinden lässt, durch 
dessen Vorzeichen allein die Gleichungen beider Ebenen sich unterscheiden. 
so ergeben sich für die anderen 7 aus (48.) eindeutige Verhältnisse. Beide 
Schnittpunkte fallen also zusammen, und man hat den Satz: 


Von den acht Kegelschnitten berühren sich viermal zwei in jeder Tetraeder- 
seite, so dass jeder Wegelschnitt sämmtliche Flächen berührt. 


Die vier Bberührungspunkte, welche so auf jeder Tetraederseite ent- 
stehen, sind dieselben, in welchen die entsprechende Curve sechster Ordnung 
den mit ihr in einer Ebene liegenden Rückkehrkegelschnitt berührt. Denn in 
der That folgt aus den Gleichungen (46.) und 446°.), wenn man &—= 0 setzt. 
wie für jene Punkte geschehen muss, dass gleichzeitig: 


Iq 20! 2 g 2 Or 23 p 30r 
2-0, 2=0, = nun! —=U, => 2 eh —Q, Tarr m — —0. 
was in der That auch zeigt, dass jene Punkte den acht Kegelschnitten ange- 
hören, indem sie die Bedingungen (393.) erfüllen. 

Diese Gleichungen aber sind zugleich keine anderen als die Gleichun- 
sen (37.) 1. Auch folgt sofort, dass jene Gleichungen keine anderen Punkte 
darstellen können; denn denkt man sich eine Wurzel von S'=0 in die übrigen 
Gleichungen eingesetzt, so erhält man aus 2’=0 die Gleichungen 7’ = 0, 
und die anderen bestimmen auf lineare Weise die Verhältnisse von a, a,. @& 
oder zwei Kegelschnitte. In jeder Ebene 7) liegen also nur vier Punkte dieser 


Art: und so hat man den Satz: 


Es giebt 16 Punkte, für welche vier Lösungen des Problems zusammen- 
fallen. Von denselben liegen je vier in jeder Seite des Tetraeders, und 
sie sind die Berührungspunkte jedes Kückkehrkegelschnitts mit der be- 
treffenden Curve sechster Ordnung. 


Man überzeugt sich leicht, dass wirklich auch in diesen Punkten die 
Kegelschnitte mit den Rückkehreurven eine Berührung haben. Bestimmt man 
nämlich die Richtung des Elements, so findet sich, mit Beibehaltung der in 
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$.7 angewandten Bezeichnungen, für die Rückkehreurven aus (32.\: 
O2 J o’Q ) o2 02 


02 — 0, u en zn - to . 
| oA 0% oA 0% ’ 
für die Kegelschnitte aber aus (33.): 
\ \ 02 : 02 o’Q2 o’QO 
I2+Rdm=0,. d— + — dm =0. d- —+— dm =0, 
O4 OA 077 O4 


was für 2=0 mit den obigen Gleichungen identisch wird. Man hat also 
den weiteren Satz: 
Die vier Geraden, in denen sich auf einer Tetraederseite immer zwei der 
acht Ebenen schneiden, und immer zwei der acht Kegelschnitte berühren. 
sind Tangenten der Rückkehrcurve in den Berührungspunkten derselben 
mit der betreffenden Curve sechster Ordnung und mit der Doppeleurre. 


$. 11. 
Punkte, für welche dreimal zwei, und Punkte, für welche zwei und drei Lösungen: 
zusammenfallen. Schnitt der acht Ebenen mit der Fläche @ = 0. 


Diejenigen Punkte, in welchen dreimal zwei Wurzeln der gegebenen 
Gleichung zusammenfallen, liegen nothwendig auf der Fläche @=0 oder auf 
dem Polartetraeder. Wenn sie nur auf der ersteren Fläche liegen sollen, und 
nicht auf dem letzteren, so muss auch die Gleichung in m drei Paar gleicher 
Wurzeln zulassen. Da nun die gleichen Wurzeln, welche Punkten der Fläche 
@ = 0 entsprechen, überhaupt aus dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen 

A+RA,m+ Am’ = 0, 

B-+3B,m-+3B,m’+B;,m’ — 0 
sefunden wurden, so könnte dies auf dreifache Weise nur dann geschehen. 
wenn sämmtliche Coefficienten der ersten Gleichung Null wären. Da aber 
unter denselben sich der constante Coefficient A befindet. so tritt dies im All- 
semeinen nicht ein. Die betreffenden Punkte müssen also auf dem Polar- 
tetraeder liegen. und sind also entweder die Ecken desselben, für welche in 
der That drei Wurzeln von 4=0 Doppelwurzeln der Gleichung sechsten 
Grades sind. oder die Schnittpunkte seiner Kanten mit @=0. oder endlich 
die Schnittpunkte seiner Flächen mit der Doppeleurve. Inzwischen schneiden 
nach dem Vorigen die Kanten des Tetraedes die Fläche @ = 0 nicht. sondern 
berühren sie in je vier Punkten dreipunktig; und es ist oben gezeigt. dass 
diese Punkte durch die Gleichungen (45°.) definirt werden. so dass für dieselbe 
eine Wurzel von J=0 Doppelwurzel. eine andere eine dreifache wird. In 
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diesen Punkten sind also nicht dreimal zwei Wurzeln gleich. sondern einmal 
„wei und einmal drei. So bleiben nur die Schnittpunkte der Flächen mit 
der Doppeleurve übrig. Hier sind wieder die Punkte auszuschliessen. in 
welehen die Doppeleurve von den Tetraederflächen berührt wird. und für 
welehe nach dem Vorigen vier Wurzeln des Problems zusammenfallen: ebenso 
die Punkte, in welchen die Rückkehreurven von den entsprechenden Curven 
sechster Ordnung geschnitten werden. und für welche nach den Gleichungen 
I6.. 4 und 4° verschieden angenommen, eine Doppelwurzel neben einer drei- 
fachen auftritt. Es bleiben also nur die Doppelpunkte der Curven sechster 
Ordnung übrie; und dies giebt den Salz: 
ks giebt 20 Punkte, für die dreimal zwei Lösungen des Problems zusam- 
menfallen. Vier dieser Punkte sind die Ecken des Tetraeders: die übrigen 
liegen zu vier auf den vier Flächen desselben, und sind die Doppelpumkte 
der Curven sechster Ordnung. 

In diesen Betrachtungen ist man endlich bereits auf die letzte Classe 
von besondern Punkten eeführt worden. welche hier zu behandeln ist. für die 
nämlich einmal zwei. und ausserdem noch drei Lösungen des Problems zu- 
sammenfallen. Diese Punkte liegen einerseits nothwendig auf den Rückkehr- 
eurven oder auf einem der acht Kegelschnitte: andererseits nothwendig auf der 
Doppeleurve oder auf den Curven sechster Ordnung oder auf den Tetraeder- 
kanten. (reht man indessen diese Combinationen durch. so findet sich. dass 
hieher nur die oben erwähnten Punkte vehören können, in denen die Rück- 
kehreurven, die Curven sechster Ordnung. die Kegelschnitte und die Doppel- 
eurve sich berühren. sowie ausserdem etwaige andere Durchschnitte der 
Doppeleurve mit den acht Kegeischnitten. Solche Durchschnittspunkte müssen 
wirklich existiren. Denn jede der acht Ebenen schneidet die Fläche G@ = 0 
noch in einer weiteren Curve: und die Durchschnittspunkte derselben mit dem 
Kegelschnili müssen auf der Doppeleurve liegen. 

Um sich diese Verhältnisse deutlich zu machen. kann man folgenden 
Weg einschlagen. Aus (50.) erhält man. für verschiedene der acht Ebenen 
nur verschiedene Vorzeichen der Quadratwurzeln gesetzt. folgende Gleichungen. 
aus denen die Gleichung (49.) sofort durch Elimination hervorgeht: 

m = p+2gW+ri", 


Im 
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7 ym = p+?2gk" +ri 


Y ym = p+2gi" +ri”, 
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m m? 


„ym = p+2ql" +ri 
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In Folge dieser Gleichungen kann man pP. g, r als die Coordinaten eines Punktes 
in einer der acht Ebenen ansehen, bezogen auf ein in jener Ehene liegendes 
Coordinatensystem. Untersuchen wir nun den Schnitt einer solehen Ebene mil 
@—0. Zunächst erhält man den betreffenden Keselschnitt. wenn der Aus- 
druck (p+?2q-+r#)‘ ein Biquadrat wird. also wenn 

91.) pr-f=0=D. 
Dies ist daher die Gleichung des Kevelschnitis selbst. Die Linien p=0. g=0 
sind Tangenten desselben, g=0 die Verbindungslinie ihrer Berührungspunkte 


Aus der identischen Gleichung 


> 


(p+r2gA+ri)(p+2qu-+ru?)- -(p Fg(a+u) trau)” = (pr) u) 
folgt sofort, dass der Kegelschnitt auch von den vier Geraden berührt wird. 
in denen seine Ebene die Tetraederebenen schneidet; wie oben anders ve- 
zeiot wurde. 

Im Allgemeinen findet man den Schnitt der betrachteten Ebene mit! 
(= 0, wenn man die Forderung stellt, dass für einen gewissen Werth von 
m' die Gleichung 

52.) 4J+m2 = 0 
drei eleiche Wurzeln haben solle. Nach dem Obieen ist für die betrachtete 
Ebene identisch 
I+m!2 = (p+2gl-+ ri)”: 
und dadurch geht (52.) über in 
(93.)  I4+32(p+?2g.+rl) = 0. 


! 


wenn man 9372 = _——— setzt. Sollen drei Wurzeln dieser Gleichung gleich 
sein. so müssen beide Invarianten derselben verschwinden. Da nun die 
Coeffieienten der Gleichung sind: 

b+3zp‘, b’-+3zpg, b"-+z(pr+2g’), b"+3zqr, 6b" 4 Bar. 
so sind die betreffenden Invarianten : 


i — (b+3zp?)(b""+3zr) — 4b’-+3zpg)(b"+3zgr) + 3(b" +2 (pr+2g')). 


54.) | b-+3zp' b'’+3zpgq b’+x(pr-+2g')! 
E — Ib+ 3zpg b"+z(pr+2g') b"+-3zgr hs 
\ ıb"+z(pr+2g) b"-+3zgr b""'+-3xr? 

oder 


= A-+2A,2+ A;x', 
!j = B+3B,2 +93B, 7 +b;2‘. 


(99.) 








96 Clebsch, Problem der Normalen für Curven und Flächen zweiter Ordnung. 


wo: 
A = bb""— Abb" +36" — A, 
2A, = 3 [br’— 4b’gr + 2b" (pr+2g’) —Ab"pg+b" pP] = 3M. 
A, = 12 (pr—g’)’ = 12D°, 
ıB = bb"b"" Hab" — ib" —"—b"=B, 
6.) / b Bee p 
| 3B,— 3 bb" db" gg 
b" 6" 6b" r 
| pvp gr 0 
3B;=3DM, B,;=9D°. 





+(pr—).A= —309+AD, 








Mit Einführung der Formen M, © ergeben sich also folgende Ausdrücke für 


die Gleichungen = 0, j=0: 
i—= A+3Mz -+12D’r —= 0, 


DT. | 
Ä j = B+(AD-30)2z+3DMz+9D’z =. 


Kliminirt man aus beiden Gleichungen # (nach der gewöhnlichen Methode. 
ohne auf die besondere Beschaffenheit der Coefficienten Rücksicht zu nehmen). 


so erhält man die gesuchte Gleichung des Schnitts: 
A’D—-3AQ—3BM 3ADM-—-12BD’ 9D’A 

4B AD-129  3DM = 0. 
| A 3M 12D’ 


D’. 








Den zweiten Factor erhält man in besserer Gestalt. wenn man auf die Be- 
schaffenheit der letzten Coefficienten Rücksicht nimmt, und zunächst die qua- 
dratische Gleichung 


(58.)  4j—3Di = 4B+(AD—120)2+3DMz = 0 
bildet. Aus dieser Gleichung und ©=0 folgt dann: 
0 = D.[4(12BM—A’D-+12A0).(4AD’— 48DO — 3M°)— D.(16BD— AM)" ]. 
so dass die vollständige Gleichung des Schnitts ist: 
0 = D.w, 
wo w—0( die folgende Curve sechster Ordnung bedeutet: 


59.) v—= 0 = 4(12BM—4A’D-+12 AO)(4AD’—48D6—-3M?) —D(16BD-—- AM)" 


Dies führt sofort zu folgendem merkwürdigen Satz: 
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Jede der acht Ebenen berührt die Fläche G — 0 längs des in ihr liegenden 
Kegelschnitts, und diese Berührung ist von der zweiten Ordnung. 
Setzt man in (99.) D=0,. so erhält man: 
0 = M(BM+ AO). 


Dies zeigt die Richtigkeit des folgenden Satzes: 
Die Curve sechster Ordnung, welche mit jedem Kegelschnitt in einer 
Ebene liegt, berührt denselben in vier Punkten und schneidet ihn in vier 
anderen. 

Die ersten vier Punkte liegen auf M—=0. Man sieht leicht. dass dies die 

vier Punkte sind. in denen auch das Tetraeder berührt wird: denn M—0 


„ . ) ( al; . . . . . 
wird durch die Annahme = — — — — 4” identisch erfüllt. Die letzteren vier 


Punkte aber geben den Salz: 
Es giebt 72 Punkte, für welche einmal zwei und einmal drei Wurzeln 
des Problems zusammenfallen. Dies sind erstlich die 24 Punkte, in wel- 
chen die auf den Tetraederflächen gelegenen Curven sechster Ordnung 
von den Tetraederkanten berührt werden; zweitens die 16 Punkte, in 
denen jene Curven sich mit den entsprechenden Rückkehrkegelschnitten 
durchschneiden; drittens die 32 Punkte, in denen die acht Berührungs- 
kegelschnitte von den in ihren Ebenen liegenden Curven geschnitten 
werden. | 

Die letzteren Punkte kann man noch auf folgende andere Weise finden. Für die- 

selben bestehen wegen der Kegelschnitte, auf denen sie liegen, die Gleichungen: 


| 24 o2 04 02 o’A o'’Q 
60.) 4+m2=0. — +m— =0, —+m-5=0, —; tm =0: 
0.) rm O4 o4 04° OA“ O4 dere 
ausserdem aber wegen der Doppelcurve noch die Gleichungen 
3 5 32, 9 
Blu Me SEI. 
61.) Sm —=0, a, tm ar > 0. ar tm on = 0. 


wo m’, 4 von m, 4 verschieden sind. Inzwischen folgen aus (60.) für jeden 


Werth von 4 die Gleichungen: 





VA ld mON nz 
d’+m2!= (4+m2)+ 1 te (#1). b, 


oA oo „+ u 
m’b 


Dies in die Gleichungen (61.) eingeführt, giebt, wenn man = x selal: 
13 
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I+ WA = (0, 


a a 
e) (mt Ri = 0, 

o’J nr .! “\n 

(&4 122@-3% = 0. 


und daher: 


a -3(27) = 0 
a 


. .- “ . 1 a . . . 
Wenn man für 4 wieder p; einführt, so verwandelt sich dies in 





1 ( Bu ) . 
u Ra) N 


ru 





Ks ist also —, eine Wurzel der Determinante von 4. Hat man die vier 


Wurzeln dieser Gleichung gefunden, so findet sich aus (62.) 4 und aus (60. 
oder (61.) die Verhältnisse von a, «a, a’, a”'. Man erhält also jedem 4’ ent- 
sprechend 8 Punkte, welche sich als die Schnittpunkte dreier Oberflächen 
zweiter Ordnung darstellen. An Stelle einer dieser Oberflächen kann man 
auch die passenden der acht Ebenen E treten lassen. 

Die Curven sechster Ordnung, welche in den Ebenen der acht Kegel- 
schnitte liegen, haben immer je vier Doppelpunkte. Dieselben findet man leicht 
aus (59.); indem man nämlich die beiden quadratischen Gleichungen (57.). 
(58.) der Bedingung unterwirft, zwei gemeinsame Wurzeln zuzulassen, erhält 
man die Bedingungen: 

4B: A= AD—-1209:3M = M:4AD 

oder 

I6BD-AMN=0Q, A’D-12A9—-12 MB =0, 4AD’—480D —3N’ = 0. 
Es verschwinden also sämmtliche eingeklammerte Grössen in vw, und jedes 
Glied desselben enthält zwei verschwindende Factoren. Man erhält demnach 
vier Doppelpunkte in den Durchschnittspunkten der beiden Kegelschnitte: 

16BD-MA=-0, A’D-120A—-12MB =. 

Dieselben vervollständigen das Punktsystem, in welchem jede der acht Ebenen 
die Doppeleurve trifft. Von solchen 24 Punkten fallen viermal zwei in die 
Berührungspunkte mit den Rückkehreurven zusammen; vier weitere sind die 
Schnittpunkte jedes Kegelschnitts mit der entsprechenden Curve sechster Ord- 
nung; die letzten sind die Doppelpunkte der letzteren Curven. Aber die ersteren 
vier sind dreifach zu rechnen, da die Ebene in den Kegelschnitten die Fläche. 
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mithin auch die Doppeleurve in jenen Punkten dreipunktig berührt: so dass 
dann die Zahl 24 wirklich erreicht wird. 

Weitere bemerkenswerthe Punkte dieser Curven sechster Ordnune. 
welche man leicht findet, sind die, in welchen sie die in den Tetraederflächen 
liegenden Curven sechster Ordnung treffen. Diese liegen zugleich immer auf 
der gemeinsamen Tangente beider Curven. welche den Schnitt einer der acht 
Ebenen mit einer Tetraederlläche bildet. Es giebt derselben offenbar vier 
zwischen jeder Curve sechster Ordnung der einen und jeder der anderen Art 


$. 12. 
Von dem Kegel zweiter Ordnung, auf welchem die von x nach den 
6 Punkten X gezogenen Geraden liegen. 


Ich komme noch auf eine allgemeine Eigenschaft. welche den Lösungen 


des zuletzt behandelten Problems zukommt. 
Die sechs Geraden, welche von dem Punkte x nach den sechs Punkten 


X, den Lösungen des Problems, gezogen werden, liegen immer in einem 


Kegel zweiter Ordnung *). 
In der That. da für die Punkte X die Gleichungen statt finden: 


W;+ulV; = v;. 


so genügen jene Punkte offenbar der Gleichung: 





UV au ol 
, U, I u © | 
as ei) Ar 
U Im eo; 
U, } A U; [BR ) 


Dies ist eine Oberfläche zweiter Ordnung. auf welcher sämmtliche Punkte A 
liegen. Aber setzt man X =r, so werden zweimal zwei Reihen der Deter- 


minante K einander gleich, und also verschwindet nicht blos KA sondern auch 


dessen Differentialquotienten. Die Gleichung K=0 stellt also einen Kegel 


dar, dessen Spitze in x liegt, was zu beweisen war. 
Der gedachte Kegel geht durch die Ecken des Polartetraeders. 
Denn rückt X in eine solche Ecke, so wird nach der Definition jener Punkte 


U;+ u \; — 0. 


*) Für das Normalenproblem ist dieser Satz von Terquem gegeben. Vergleiche 


dieses Journal Bd. 49, p. 346. 
13 * 
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wo - eine Wurzel von Z=0 bedeutet. Es werden also zwei Reihen von 
A proporlional und A verschwindet. 
Richt x auf einer Geraden fort, welche nach eimer Ecke des Te- 
traeders gerichtet ist, so schneiden die entsprechenden Wegel die gegen- 
überliegende Seite des Tetraeders in ein und demselben Kegelschnitt, und 
eine gewisse durch jene Ecke gehende Ebene ist gemeinsame Tangenten- 
ebene derselben. 

Bezeichnet man durch x eine Tetraederecke, so hat man. um aus K 
das angeführte Kegelsystem zu finden, nur x--ox an Stelle von x zu setzen. 
wo o eine beliebige Grösse ist. Der Ausdruck K = 0 nimmt dann folgende 
(sestalt an. in welcher der Kürze wegen nur immer eine Reihe der Deter- 


minanten hingeschrieben ist: 


T P ug IIT A ee r 4 | 2 B " 
0 = |U;, V;,u,0;)+e.{|0;, V;, u, | +|U;, V;, u, vo }+ 0°. |U;, V;,w,e;\. 





Aber der letzte Term verschwindet weeen der die Tetraederecke definirenden 


Gleichungen 


64.) Autuvr; =V. 





Es schneiden sich also sämmtliche Kegel des Systems in derselben Curve. 
der Schnitteurve der Flächen, welche man erhält. indem man den ersten Term 
und den Coefficienlen von o gleichzeitig verschwinden lässt. Nimmt man nun 


die Gleichung in der ursprünglichen Form: 


(65.) 0 = |U,V;,u-+ou;, v;+ov;|. 


multiplieirt die einzelnen Reihen der Determinante mit x; und addirt, so er- 


hält man die Reihe: 


ZU.g,;, SV, Zu2;+02u %;, Nero; or; €; 

oder 
ZuX, ZoX, Zulaten), Zolastes). 
In der Tetraederfläche, welche x gegenüberliegt. und welche zugleich die 
Polare dieses Punktes für « und © ist. verschwinden die ersten beiden 
Terme: die anderen beiden kann man durch passende Wahl von 0 wegen 
der Gleichungen (64.) ebenfalls gleichzeitig verschwinden machen. Führt 
man also diesen Werth von o in (65.) ein. so zerfälit der Kegel in zwei 
Ebenen. deren eine die Gleichung 
ZuX;—=0 oder Zo;X;= 0 


hat und also eine Tetraederseite ist. und eine andere, welche. wie man leicht 
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a priori schliesst, nur die Ebene sein kann. welche durch x und die Tetraeder- 
ecke gehend, die Schnilteurve der Tetraederfläche mit K=0 berührt. Oder 
vielmehr, da diese Schnitteurve nothwendie einen Theil des »emeinsamen 
Durchschnitis jenes Kegelsystems ausmacht, kann der Rest jenes Durehsehnitts 
nur in der doppelt gerechneten Geraden bestehen. in welcher die andere Eben: 
das Kegelsvstem dann nolhwendig berührt. 

Im Problem der Normalen liegen also die sechs an eine Fläche zweiter 
Ordnung gezogenen Normalen in einem Kegel, welcher durch den Mittelpunkt 
geht und drei den Hauptaxen parallele Kanten hat: welcher also zu jenen 
Kegeln gehört, die unendlich viele Systeme von drei auf einander senkrechten 
Kanten enthalten. Jtückt die Spitze dem Anfangspunkte in gerader Linie zu. 
so bleibt der Kegel sich immer parallel: rückt die Spitze einer Hauptaxc 
parallel fort, so geht der Kegel immer durch einen gewissen in der ent- 
sprechenden Hauptebene liegenden Kegelschnitt. 

Ich bemerke noch, dass in diesem Falle niemals reelle Rotationskewel 
existiren, wohl aber imaginäre,. deren Spitzen einen imaginären Kegel sechster 
Ordnung beschreiben. 

Der Kegel (63.) zerfällt, wie man leicht sieht. in zwei Ebenen nur 


dann. wenn .r in einer Tetraederlläche liegt. 


$. 19. 
Ausnahmsfälle. 
Im Vorigen sind überall allgemeine Resultate entwickelt, welche in 
bestimmten Fällen. d. h. bei besonderen Eigenschaften von x». # Modiliealionen 
Der erste hier zu erwähnende Fall ist der. wo b=0. wo «also 


erheischen. 
Dieser Fall ist dadurch von erosser 


die Fläche u—=V in einen Kegel übergeht. 
Bedeutung, dass er die oben für »—=3 angestellten Betrachtungen zu wieder- 
holen gestattet. und zwar in eleganterer Form, wodurch sie deutlicher hervor- 
Da ./ hier von der dritten Ordnung ist. werde ich dieser Funelion 


) 


Irelen. 
die Form geben: 
A = ce +I3chHu+3ciu+c"w, 
während 
2 = aW+3alu+3aiu+ au. 
Der Gleichung des Problems kann man nun sofort die Gestalt geben: 
31 02 84 82 ler +r2cdiu+l u CHR u+ ec" 








0= (24 32 _84 20)_ 
0 Re & a ) .. - ’ 1) I . ? 
or. om op ok la w+2akutaW a4 2a ut au 
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und die erste Invariante derselben wird, wie man leicht findet: 


i = (ca —I3cla’+3c"a’— ca)’ — N, 
wodurch der Satz bewiesen ist: 
Wenn man aus zwei homogenen Functionen dritter Ordnung mit zwei 
Veränderlichen die Determinante bildet, so ist die erste Invariante der 
entstehenden Function vierter Ordnung das voliständige Quadrat einer 
simultanen Invariante der gegebenen Functionen, welche für die Coef- 
fieienten einer jeden von der ersten Ordnung ist. 

Man findet sodann durch die in $. 5 angestellten Schlüsse für die 
„weite Invariante j und die Fläche @ die Formen: 

oh’--Pj=H', 2Pj=H—@, 

al — Pj= A. G= H—R2ch’, 
wo «, / econstante Zahlen bedeuten, und wo H’=0 die Eliminationsgleichung 
aus .7—=0. (2=0 ist, nachdem man 4 auf die oben angeführte Form dritter 
Ordnung redueirt hat. Dies bedeutet. dass man von den Ecken des zu «, ® 
„ehörigen Tetraeders diejenige ausschliesst. welche in die Spitze des Kegels 
»—0 selbst fällt. Es stellt also 4 das Product der Ebenen dar. welche 
durch diese Spitze und die anderen Tetraederecken gehen. 

In dem vorliegenden Falle fallen offenbar für jeden Punkt zwei Lösun- 
ven des Problems zusammen, und zwar entsprechen sie den Werthen « = 0 
oder = x. Hieraus folgt. dass die Gleichungen (1.) für dieselben in U;— 0 
übergehen: dass also der Punkt X die Spitze von «=0 ist. So darf man 
diese Lösung ganz übergehen und sagen. das Problem lasse immer nur vier 
Jösungen zu. 

Von diesen fallen zwei zusammen, wenn x auf den durch die Kegel- 
spilze gehenden Seiten des Tetraeders liegt, oder auf der Fläche G=0, 
welche vom sechsten Grade ist. 

Die Fläche @= 0. welche der Form ihrer Gleichung nach vollständig 
mit der oben behandelten Curve @ = 0 übereinstimmt. besitzt. nach dem. was 
über diese Curve oben gezeigt ist: 

drei Rückkehrkegelschnitte, welche durch den Schnitt der Fläche zweiter 
Ordnung A=0 mit den erwähnten Tetraederflächen gebildet werden und 
deren Tangentenebenen diese Flächen sind: 

eine Doppeleurve, entsprechend den oben gefundenen vier Doppelpunkten. 
und welche demgemäss die Schnitteurve von zwei Oberflächen zweiter 


Ordnung ist. 
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Ausser dieser Fläche ist noch von Wichtigkeit diejenige. für deren 
Punkte neben den oben erwähnten eine dritte Wurzel A unendlich wird. Die 
Gleichung dieser Fläche ist offenbar O0 = IXYr;r,U,, durch U,, die Unter- 
delerminanten der Determinante von # bezeichnet. Aber die U, sind. da u 
ein Kegel, nichts Anderes als die Quadrate und Producte der Coordinaten 
seiner Spitze; sind die letzteren &. &. &. &, so geht demnach die Fläch: 
in Yo,8;—=0 über, d. h. in die vierte Ebene des Tetraeders. 

Der zweite bemerkenswerthe Fall tritt ein. wenn A=0, d.h. wenn 
das anharmonische Verhältniss der Wurzeln von I—V einer imaginären drit- 
ten Wurzel aus —1 gleich wird. In diesem Fall redueiren sich die Gleiehun- 
gen, aus denen @ = 0 durch Elimination entspringt, auf 

i= m($A,+A:m)=0. j=B-+3B,m+3B,m’-+B,m’ —Vd. 


und es wird also: 

G = BA; —6B, A, A5 + 12B, A} A, — SB,A} = 0. 
Diese Fläche enthält statt der Doppeleurve eine dreifache Curve A,=V. A, ©. 
von der achten Ordnung: sie ist der Durchschnitt einer Fläche zweiter Ord- 
nung mit einer Fläche vierter Ordnung. Hienach modifieiren sich unter Anderem 
die Curven sechster Ordnung, welche auf den acht Ebenen liegen: die Gleichung 


einer solchen wird aus (99.) 


M° BD’ 


DNMNO m. 36 m = 


Diese Curve hat vier Doppelpunkte im Schnitt von D=0. N=V0, und die 
beiden Zweige werden von diesen Kegelschnitten in der zweiten Ordnung 


— 0. 


berührt. — 
Die Bedingung B=0 scheint keine bemerkenswerthen Besonderheiten 
mit sich zu führen. Die Bedingung A’— 27B’— 0, unter welcher die Gleichung 


4=0 eine Doppelwurzel hat, führt zunächst den Umstand mit sich, dass die 
Gleichungen (3.), (13.) sich auf den fünften Grad redueiren. Insbesondere 
wichtig aber ist der Fall, wo für die Doppelwurzel sämmtliche Unterdeter- 
minanten von 4 verschwinden, mithin auch 42; es ist dies der Fall. welcher 
dem Problem der Normalen an eine Rotationslläche entspricht. 

Schreibt man in diesem Falle 4 = (A—x)4,. 42 = (A—z)2,, wo dann 
4, den Factor A—x nur noch einmal, (2, gar nicht mehr enthält. so wird die 


Gleichung des Problems: 


89, _0.94 


10 


(66.) (a2) 41 u @. 


Sy 
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Es tritt also immer die Doppelwurzel 4—=z auf, während der Rest der Gleichung 
venau den Character des für 2=3 behandelten Problems hat. Nur ein 
wesentlicher Unterschied ist dabei zu bemerken. Denn es wird zwar wieder 
‘2, ein vollständiges Quadrat für die beiden Wurzeln von 4 oder 4,. welche 
nieht eleich z sind: für die Wurzeln 4=% aber ist eine besondere Unter- 
suchung nothwendig. 

Man hat 


I; 
( — EEE eE 
2, — ——t(;0Ü, EIER 


f A—% 





und nach bekannten Determinantensätzen ist 


Ay. Ay — In. Din w| 
RB: ei — m nn > u -4;, vh'!» 
A x)’ (A —x) Ä 


Man sieht. dass. wenn man i=% setzt. der Ausdruck rechts nicht verschwin- 





del. sondern einer endlichen Grenze sich nähert: daher sind auch die Grössen 


A; Bi - . » . . - . . 
a für = nicht mehr Coeffieienten eines vollständigen Quadrats. wie 
v : e 


dies für die anderen Wurzeln von /—=0 der Fall ist. Aber eine Determinante 


’ An . . 
dritter Ordnung, welche man aus den Ba zusammensetzt, enthält als Factor 


A—% 
sammengeselzten Determinanten dritter Ordnung verschwinden noch: was mit 


—. was für A—=z verschwindet. Also die aus jenen Grenzwerthen zu- 


anderen Worten sagl. dass sich immer gewisse Constanten «, 5 so bestimmen 


lassen. dass 





. I; \ \ 
lim (- wi FE 1 (0,P,-+0,P:). 


Und so wird dann für =: 
2, nn 2 0;0%;. =P, = aß, 
wo die «, ? lineare Ausdrücke sind. In den Betrachtungen des $.5 ist also 


zu selzen 
H’ =— a i u, 


während alles Uebrige unverändert bleibt. 
Es finden sich also in Bezug auf die Gleichung 


| OR, u; 
(67.) IA Aa — () 


die Formen: 
i-3h, Aj=br.oßpn"n"—AM, G=BW—bi.aßn"”n”, 
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. “3 . ’ W. R m & 
wo b, der Coeffieient von #° in 7, ist, und wo h einen Ausdruck zweiter 
Ordnung bezeichnet, welcher, wie alle hier vorkommenden Functionen dieser 


Art. eine lineare Function von 0, 7", 7” ist. 
Die Fläche G = 0, für deren Punkte zwei Wurzeln der Gleichung (67.) 


„usammenfallen. ist vom sechsten Grad, und enthält zwei Rückkehrkeeelschnitte. 


in denen die Ebenen 7’ =0, 7" —=0 von der Fläche A=0 geschnitten wer- 


den; diese Ebenen sind zugleich Tangentenebenen in jenen Curven. Ausser- 
dem aber wird die Fläche @=0 von den Ebenen «, 9 in Kegelschnitten 
berührt. und zwar mit einer Berührung zweiter Ordnung; diese Keeelschnitte 
liegen gleichfalls auf der Fläche zweiter Ordnung h =. 

Wenn man verfährt wie in $. 5, so ergeben sich ferner Doppeleurven 
der Fläche. In der That erhält man bestimmte Werthe für die Verhältnisse 
der Coeffieienten von 42,; oder, was dasselbe ist, Gleichungen der Form 


we) Arena. 
Man erkennt, dass diese Doppeleurve in zwei Zweige zerfällt, welche in den Ebenen 
7" n' Y' 7" 
- , 4 = u 0. , Ge er 0 
ve Ye | ve ve 


liegen. also in Ebenen, welche mit den Ebenen ; ein harmonisches Bündel 


constituiren. Diese Curven sind zwei Kegelschnitte; denn sie bilden ausserdem 


den Durchschnitt der Flächen zweiter Ordnung: 
ern e—=0, eh" "= 0 
Die letzteren Flächen sind Kegel, deren Spitzen 


mit den genannten Ebenen. 
liegen. deren 


in den Schnittpunkten der Linie @, 5 mit den Ebenen »/, »" 
jeder die Ebenen «, / berührt; die beiden Kegelschnitte haben also dieselbe 
Eigenschaft. Sämmtliche sechs Kegelschnitte, von denen hier die Rede ist. 
schneiden sich in zwei Punkten; in denen nämlich die Schnittlinie von »/’ und 
'' von den Ebenen «, / getroffen wird. 

Die Punkte der betrachteten Fläche haben die Eigenschaft, dass zwei 
Lösungen des Problems für sie zusammenfallen. Dasselbe geschieht ausserdem 


noch für die Ebenen «@, 5. 7/, 7. für welche 4/ und 42 gleichzeilig ver- 


schwinden. 
Ausser der Fläche @=0 aber ist noch eine andere zu betrachten, für 


deren Punkte nämlich A=x auch eine Lösung der Gleichung (67.), also eine 

dreifache der Gleichung (66.) wird. Diese Fläche erhält man, wenn man in 

(67.) »=x setzt. und da für diesen Werth .4, verschwindet, so bleibt nur 
2,2) =d. 

14 
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Dies ist nach dem Vorigen nichts Anderes als das System der Ebenen 
0 = V. fs 0. 

Die vier Punkte X, welche der Gleichung (67.) entsprechen, liegen 
jederzeit in einer Ebene mit dem Punkte x und der Schnittlinie der Ebenen 
a9, B=B. 

Betrachten wir, um diesen Satz zu beweisen, die bekannte identische 
(rleichung 

(Z80V,4,)—- (2200,44) ZEV;V,4;) 

Auntuv, Autztuv, Ayıt to Auytury 0% N 

Run + ui Mat U0n AlytUutn Alptutp & I) 

| Aust ud Als tU0 AtztU0g Algtutg % V;| 

Ruutu © Alta U Aug tu0: Atgtury % N 
®ı DB Ü ©, 0 0 
V, V, v, v, 0.0 
Setzt man in derselben =%, u =1, so verschwinden beide Seiten identisch: 
nicht aber. wenn man zuvor durch (A—x)’ dividirt hat. Im letzteren Falle 
oeht dann. wenn A. B das bezeichnen. was durch Substitution von X für «x 
aus o, 5 entsteht, die linke Seite über in 


( aD in ) —aß. AB u ( a@B = 3. 








A s ‘ ' au; 
Rechts wird Gwen endlich: es verschwindet also diese Seite. wenn man 


noch nachweist, dass die Determinante jener Seite für A=z%, u=1 ver- 
schwindet. Nun seien 4, w die Werthe von 4, «, die dem Punkt X ent- 
sprechen, also 
„U,-+uV; = bD.. 
Dann. ist auch 
zu; — A (aU;-+4V;) 
zu — A 





V; = 


Man kann daher. indem man die ersten vier horizontalen oder verticalen Reihen 
i Yu ® r Do i p7 SET 
mil — ——— Ä;, die fünfte mit — — multiplieirt, und alles von der letzten 
zw / Au —/ 


! 


“ 


Reihe abzieht, die Reihen der V zerstören. Die übrig bieibende Determinante 
ist dann in jedem ihrer Glieder mit der Determinante der Grössen zu,-+tr 


Ik 


oder mit ihren ersten Unterdeterminanten multiplieirt, welche sämmtlich der 
Voraussetzung nach verschwinden. 
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So genügen die X der Gleichung 
aB—pPA =3 VÖ, 


welche eine Ebene darstellt. die auch durch x geht und durch die Sehnitt- 
linie von A=0, B=0, wie der Satz es ausspricht. 
Für die der Wurzel z=4 entsprechenden Lösungen kann man dageven 


den Gleichungen (1.) die Form geben: 
zU,; — \; = Vv.®v;. 


In diesen Gleichungen kann man von den vier linken Theilen zwei aus den 


anderen beiden auf lineare Weise zusammenselzen,. und würde so zu Be- 
ziehungen für die rechten Theile gelangen, welche im Allgemeinen nicht er- 


füllt sind. Es ist also im Allgemeinen v=0:; und die obigen Gleichungen 


stellen dann nur zwei lineare Beziehuneen zwischen den X dar. welche von 
bedeutet nichts Anderes. als dass diese 


Punkte X unbestimmt in der Schnittlinie des Ebenenpaars zZU+-NV 0 liegen. 
welches sich durch den vollständigen Schnitt der Flächen U=-0,. ) = 0 legen 
lässt. Die Bedingung, dass neben 4 auch dessen Differentialquotienten ver- 


schwinden können, sagt eben aus, dass es ein solches Ebenenpaar gebe. Und 
0. 7"=0, wie man sofort ein- 


den x ganz unabhängig sind. Dies 


zwar ist jene Schnittlinie die der Ebenen n' = 
sieht. wenn man bemerkt, dass «, © lineare Functionen der «P, 7", », 


m 


sind. 
und dass es zur Aufstellung jenes Ebenenpaars genügt, aus v=0, r—0 das 


Product «5 zu eliminiren. — 
Diese Bemerkungen mögen genügen. um die Ausnahmsfälle zu cha- 


'acterisiren,. deren vollständige Ausführung und Discussion zu weit führen 
würde. 
$. 14. 
Bemerkungen. 


Parallel neben der auseinandergesetzten Behandlungsweise des Problenis 
voeht eine zweite. welche einen weiteren Einblick gewährt und deshalb an- 
oeführt werden muss. Dieselbe besteht zunächst darin, dass man die Functio- 
nen #, ® in Linien- (Ebenen) Coordinaten anwendet. Sei demnach 

u = A, + 2a, +. 


e = butit+rbat, a +» 


Sucht man nun für »=4 die Ebene «, deren Pole, für « und » genommen, 


mit « auf einer Geraden liegen; und welche zugleich die Fläche «=0 be- 
14 * 
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rührt; oder das Entsprechende in der Ebene; so gelangt man zu Gleichungen. 
die in dem folgenden Schema enthalten sind, wenn «;, ve; die halben Diffe- 
rentialquotienten von «, vo nach den « bedeuten: 


Au-tuv, = 2. 


‚ge . 
(69.) Au-+ um, = In, = 


Die gesuchten « sind dann mit den oben gesuchten X durch die einfachen 
Beziehungen der Tangentenebene zu ihrem Berührungspunkte verbunden: #;—X;. 
Man kann offenbar diese Gleichungen ganz wie die früheren behandeln und 
gelangt zu ähnlichen Resultaten. Aber aus den Gleichungen (69.) folgt sofort. 
dass ihre Gestalt ungeändert bleibt, wenn man c-+zu an die Stelle von v setzt. 
Dies heisst, für » = 3: 

Das Problem bleibt ungeändert, wenn man für v—=0O einen Kegelschnitt 

setzt, welcher die vier gemeinschaftlichen Tangenten von u, v berührt. 
Und für n=4: 

Das Problem bleibt ungeändert, wenn man für v=0O eine Fläche zweiter 

Ordnung setzt, welche von den zu u=0, ve—=0 gemeinsamen Tangenten- 

ebenen berührt wird. 
Dies ist der innere Grund, weswegen es ganz gleichgültig ist. welche zu 
au—=0 confocale Curve oder Fläche man an Stelle von © = 0 treten lässt. um 
aus der hier vorliegenden Aufgabe das Normalenproblem zu entwickeln. Man 
kann eine Reihe von Folgerungen aus diesem Umstande ableiten. 

Aber ersetzen wir jetzt das vorgelegte Problem durch ein anderes. 
indem wir statt des Punktes x seine in Bezug auf v genommene Polare « 
als gegeben annehmen. Dann haben wir 

9 v;, 
und die Gleichungen (69.) gehen in die folgenden über: 


70.) Am;+tuv; = v;. 
Dies ist ganz genau dieselbe Gleichungsform wie die der Gleichungen (1.). 
Sie führt auf folgendes Problem: 
Eine Tangentenebene der Fläche u=0 so zu führen, dass ihr Pol für 
o=0 mit dem Berührungspunkte und dem Pol einer gegebenen Ebene 
für ©=0 in einer Geraden liegt. 
Die Lösung dieses Problems, welches im Grunde von dem vorigen nicht 
verschieden ist. führt auf die nämlichen geometrischen Resultate, nur nach 
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dem Princeip der Dualität verwandelt. Während z. B. dort die sechs nach den 
sefundenen Punkten gezogenen Geraden in einem Kegel lagen. findet sich 
hier sofort der Ergänzungssatz: 
Die sechs in den Punkten X an u=O gelegten Tangentenebenen schneiden 
die Polare von x in bezug auf e=O in sechs Geraden, welche einen 
Kegelschnitt berühren; 
eine Eigenschaft, welche also auch den Tangentenebenen der Normalenfuss- 
punkte zukommt für die Polare von x genommen in Bezug auf jede beliebige 
zu u—= 0 confocale Fläche. 

Der Fläche @=0 entspricht hier eine von den beireffenden Polar- 
ebenen umhüllte Fläche zwölfter Klasse. Dieselbe besitzt vier Rückkehrkeeel- 
schnitte. eine doppeltberührende abwickelbare Fläche von der vier und 
zwanzigsten Klasse, u. s. w. 

Dies reciproke Problem bleibt nicht mehr ungeändert, wenn e durch 
eine Fläche ersetzt wird, welche die zu «, © gemeinsamen Tangentenebenen 
berührt. Aber es bleibt ungeändert., wenn man für vo eine Fläche setzt, 
welche durch die gemeinsame Schnittcurve von x, e geht. Es bleibt für 
»—=»3 ungeändert, wenn man © = durch eine Curve ersetzt. welche durch 
die vier Punkte geht, in welchen « und o sich durchschneiden. 


Carlsruhe. den 31. Januar 1862. 





Die speciellen Lamescehen Funetionen erster Art 


von beliebiger Ordnung. 
(Von Herrn E. Heine in Halle.) 


In einer Arbeit des 60°" Bandes dieses Journals wurden Functlionen 
eingeführt, welche ich Lamesche Functionen höherer Ordnung nannte, weil sie 
sich für den speciellen Werth 2 eines Parameters in diejenigen verwandeln. 
welche Lame in seinen Untersuchungen über den Wärmezustand eines Ellipsoides 
anwandte. Es blieb noch übrig, einige Fragen näher zu erörtern, welche in 
jenem Aufsatze nicht mit der erforderlichen Ausführlichkeit behandelt werden 
konnten. Die gegenwärlige Arbeit. welche durch die neulich erschienene 
„Ueber einige bestimmte Integrale” vorbereitet wird. behandelt den Gegen- 
siand. welcher Bd. 60, S. 254 und 258 berührt wurde, nämlich die speciellen 
Frmetionen der verschiedenen Ordnungen. 

Bezeichnet p eine ganze posilive,. » eine ganze nicht negative Zahl. 
so wurde die Lamesche Function p' Ordnung, welche zu n gehört, mit Hülfe 
der Differentialgleichung 


d’W ’ 
er 3E 2.2 D " u 6 > m’ - | A 7 Em 
7 ler + car + etc. + 0.1 = 0 
definirt. in welcher 
dx a x - | ü 
du = Ph v(z)=(2—a)(T—0,)...(C—0,) 
} 7 «) 


gesetzt ist. Die @ bedeuten hier Constante, welche man sich als gegeben zu 
denken hat, während die ce Constante sind, die so bestimmt werden müssen. 
dass ein Integral der Differentialgleichung eine ganze Function n”" Grades 








von ya—a, yr—a,, etc.. ya-a, wird. Dies Integral ist dann eben die 
J,amesche Funetion p"" Ordnung, welche zu » gehört. und zwar erster Art, 
indem die Funelion zweiter Art sich auf ein zweites Integral derselben Dif- 
ferentialgleichung bezieht. In der gegenwärtigen Arbeit wollen wir nur die 
Functionen erster Art betrachten. 

Die Differentialgleichung und ihre Integrale vereinfachen sich, wie 
Bd. 60. S. 254 gesagt wurde. wenn mehrere Constante « in w(x) gleich 


werden. Der Fall ist von besonderer Wichtigkeit, in welchem &, == etc. = «, 
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wird, und in diesem dürfen wir offenbar, ohne ihn irgend wesentlich zu 
beschränken. 

a=0; u =m =ete — e,= 
setzen. Die Funetionen, welche dann durch die Differentialeleichung zeweben 
werden, sind die speeiellen Functionen, mit denen wir uns weeen ihrer Ein- 
fachheit und der vorläufig überwiegenden Wichtigkeit hier beschäftigen wollen. 

Ausser diesem extremen Falle könnte man auch den betrachten. in 
welchem nur einige « gleich werden: hier wird derselbe zwar ausgeschlossen. 
aber in einer folgenden Abhandlung näher erörtert, in welcher wir die wirk- 
liche Existenz der allgemeinen Lameschen Funclionen höherer Ordnune nach- 
weisen. Es wird dabei erforderlich sein, über eine etwas alleemeinere 
Differentialgleichung zu handeln. 

In dem ersten Abschnitte des vorliegenden Aufsatzes wird die Aufgabe ge- 
löst, wegen welcher die Arbeit ursprünglich unternommen war: es werden nämlich 
die Constanten e und damit die Differentialgleichungen der speciellen Functionen 
gefunden ($.3),. und endlich ($.5) diejenigen Integrale derselben. welche 
ganze Functionen x" Grades von Yr— ca, ye—a,. ele., also hier von ya und 
ve—1 sind, d. h. sämmtliche specielle Funetionen p'” Ordnung. Es stellt sich 
heraus, dass für jedes p genau n--1 solcher Functionen existiren, die zu u 
gehören; nämlich, abgesehen von dem Falle y=1. der eine Modifieation er- 
fordert, hat man für jedes » genau »-+1 Dilferentialeleichungen. von denen 
jede ein brauchbares Integral liefert. 

Es ist bequemer, diese Funclionen als abhängig nicht mehr von .r 
sondern von z=yx zu betrachten. Nennt man dann die » +1 speeciellen 
Lameschen Functionen p"" Ordnung, welche zu » gehören, I’ [p,z]. wo v die 
Werthe 0, 1, 2, etc. » annimmt, so zeigt sich ($. 6). dass Z//[p,z] sich nur 


durch einen constanten Factor von ee | unterscheidet. Es wird 
aber /}[p,z]. wiederum bis aul einen constanten Factor. je nachdem y 
grade oder ungrade, von der Form p=2@-+2 oder p=2@8-+-1 ist. nichts 
Anderes als der ©" Dilferentialquotient nach z respective von P"'®(z) oder 
cos((n-+@)arecosz). Für p=2 stimmt also //[p,3] mit P(z) überein. 
Mitgetheilt wurde bereits Bd. 60, S. 258 der ungefähre Zusammen- 


hang, in dem die so erhaltenen //, welche nach ihrer Entstehung eine be- 


? 


stimmte Rolle unter den linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
spielen, mit einer partiellen Dilferentialgleichung von »+1 unabhängigen 
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Variabeln stehen; die Ausführung dessen, was dort angedeutet wurde, ist 


(regenstand des zweiten und dritten Abschnittes. 
Man weiss (m. vergl. die Einleitung des Handhuches der Kugelfunctionen). 


dass Laplace die reciproke Entfernung zweier Punkte mit den rechtwinkligen 


Coordinaten 5, Sı, & und a, @,, ds — des bequemeren Ausdruckes halber 
setzen wir +5 =1 — ze der Differentialgleichung 
o’T 0° 
u en ie 0 
gen E5: o& 08 


in Verbindung brachte. Setzt man ?+S+&=r, und $S=re, &, =rt,. .—=rt;,. 
führt auch für die x Polarcoordinaten w, und , ein, entwickelt dann T nach 
Potenzen von r, so wird der Coefficient von r”, der P” heisst, von einem Ar- 
sumente ac-+qa,2,+4,2, abhängen, und einer neuen parliellen Differential- 
oleichung mit den beiden unabhängigen Veränderlichen w, und ,. welche die 
„weite Dilferentialgleichung heissen mag, genügen. Laplace handelt nun von 
den P in doppelter Beziehung; erstens entwickelt er Eigenschaften derselben. 
die ganz unabhängig von ihrem Verhältnisse zur Differentialgleichung sind. und 
zweitens betrachtet er sie in ihrer Beziehung zu den anderen Lösungen der 
zweiten Differentialgleichung. Zu den Entwickelungen der ersten Art gehört! 
7. B. die merkwürdige Reihe für P”, die nach Cosinus und Sinus der Viel- 
[achen von w, fortschreitet. Unwesentlich ist es, dass Laplace auch die Eigen- 
schaften der ersten Art mit Zugrundelegung solcher der zweiten Art ableitet: 
Jacobis Methode zeigt, dass die Ableitung ebenso unabhängig von der zweiten 
Dilferentialgleichung gemacht werden kann, wie die Eigenschaften, von denen 


wir reden. es sind. 


Die erwähnten Untersuchungen von Laplace lassen sich von drei auf 


p+1 Veränderliche übertragen. Schon im 13°" Bande des Liouwilleschen 
Journals hat Cayley *) bemerkt, dass zum Zwecke einer Verallgemeinerung 
der Laplaceschen Funclionen eine } BR Potenz mit der ersten parliellen 
Dilferentialgleichung. nachdem sie auf p+1 Variable bezogen worden ist. 
in Verbindung zu bringen sei, nämlich der Ausdruck T im $. 19 mit der dor! 
befindlichen Gleichung (5.). Im Folgenden führen wir die Uebertragung aus: 
die Verbindung mit dem ersten Abschnitte wird. wie schon gesagt, dadurch 
hergestellt, dass hierbei die Functionen // wieder auftreten. 

In dem zweiten Abschnitte findet man die Resultate, welche sich für die 
Functionen. welche aus der Entwickelung der 4(p—1)"" Potenz entspringen. 





. 980, 


*) Sur les fonctions de Laplace, p. 275 — 











RE 


en se We. 2 Ze ZUREE FERN) 


NEN VOR ORERERZERE 





ba ar a nn ee x ” PRRRE 
age ES RL NERE a N el nl Tan ae: 2 ine ER aa 
® ae 75 7. N Be rap Sönrsbau dann dan nn ia na u 5 erh pe a 





ER REUEN  RE EN 


ee 


BETRETEN TE 


ROTER) 


77 








Heine, Specielle Lamesche Functionen. 113 


unabhängig von ihrer Beziehung zur Differentialgleichung ergeben. Wenn ich 
hierbei die Jacobische Methode zu Grunde lere. so veschieht dies nieht nur um 
eine bessere Anordnung zu erzielen: man wird die Vorzüge der Jaeobischen 
Methode erkennen. wenn man nach Anleitung des $. 21 dieselben Resultate 
mit Hülfe der Differentialgleichung abzuleiten versucht. indem man das Ver- 
fahren von Laplace nachbildet. Ich möchte sagen, dass man die ungefähre 
Form der Resultate leichter bei dem letzten Verfahren erräth,. die yenanen 
Resultate und strenge Beweise aber. sobald p >-2 ist. aus dem Jacobischen 
erhält. Indem wir später. um den Inhalt des dritten Abschnittes genauer aus- 
einanderzuselzen, an dieser Stelle wieder anknüpfen. kommen wir nun zu der 
speciellen Angabe des Inhaltes im zweiten Abschnitte. 

Wir gehen von der Entwickelung der Grösse 

l 


(4 — 2rz + r?)Io-0) 


nach aufsteigenden Potenzen von r aus. Heisst der Coeffieient von r” bis 
nf 


auf eine Constante (Taf. IT) /"[p,z]. so zeigt man leicht ($. 9), dass dieser 
durch denselben ©" Dilferentialquotienten dargestellt wird wie oben 1. 
eine Darstellung von /”[p,z]. welche. wie ich aus einem Schreiben des 
Herrn Mehler ersah, diesem bereits vor Abfassung meiner Arbeit über be- 
stimmte Integrale bekannt war. Für p=?2 ist /”[p, =] offenbar nichts Anderes 
als P”(z). Man erkennt. dass die /”|p,z] und daher die /[p. z] wesentlich 
nur zwei verschiedene Charaktere haben: für grade p führen sie auf Kugel- 
[unetionen, für ungrade p auf Kreisfunetionen. Ein Blick auf Taf. I-- III lehrt 
diese Beziehungen. Die / spielen in Bezug auf /” dieselbe Rolle wie die 
Zugeordneten P” in Bezug auf P”. 

Es wird nun gezeigt. wie die wichtigsten Eigenschaften der Kugel- 
und Kreisfunetionen sich bei den / wiederfinden. Wir erwähnen nur flüchtig 
die zweite Formel in Taf. V. deren Bedeutung man sofort aus der darüber- 


stehenden von Jacobi herrührenden erkennt: Taf. VI drückt die /” durch In- 


tegrale aus, die den Zaplaceschen für P” im Falle p = 2 entsprechen. und 
die meiner Arbeit über bestimmte Integrale Bd. 61 entnommen sind: auch die 
Bedeutung der Formeln in Taf. VII ist selbstverständlich. wenn man bedenkt. 
dass 7! für p=2 in P} übergeht; erst die Formeln der Taf. VIII geben zu 
einer ausführlicheren Erörterung Anlass. 

Sieht man bei dieser Uebersicht immer von constanten Factoren ab, so 
ist, wie ich nachwies (Handb. 8.43, 8.117), der Coeffieient von cosmy in der 
15 
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Entwickelung von 


(2+cosywya?—1)" 
nach Cosinus der Vielfachen von w gleich P/(x); dies in die allgemeineren 
Zeichen / übersetzt, heisst, wenn man cosy = 3 macht: Der Coefficient von 
/"[1.2] in der Entwickelung unseres Ausdruckes nach /”[1, 3] mit veränder- 
lichem m ist die Zugeordnete nächst höherer Ordnung /;[2, x]. Nach den 
Untersuchungen von $. 12 und 13 lässt dieser Satz sich auf ein allgemeines 
p so übertragen, dass man für jene »'“ Potenz die Entwickelung erhält: 


(a+3Yy®—-1" = Zb,l[p-+1, z]I"|p, 2]. 


mu) 
wenn die b gewisse Constante bezeichnen, deren Werth man in Taf. VII findet. 
Während man für p=1 wieder auf die frühere Formel zurückkommt. 
erhält man für p=? etwas wesentlich Neues, nämlich die elegante Ent- 
wickelung unserer »“" Potenz statt nach Cosinus der Vielfachen von arccosz, 
nach Kugelfunctionen P”(z); der Factor von P”(z) ist aber eine Zugeordnete 
dritter Ordnung 7/[3. =]. Die für höhere » geltenden Formeln lassen sich 
übrigens auch durch blosse Differentiation nach z aus den beiden fundamen- 
talen (für p=1 und p=2) ableiten. 
Wir kommen zu einer zweiten Reihe, nämlich zu der Entwickelung von 
P"(cosy,) nach Cosinus der Vielfachen von 7,, wenn man setzi 


c0SYy, = COSn, cos, +sinN, sin, C0SY». 


Bekanntlich tritt in dieser Laplaceschen Reihe als Factor von cosmy, das 
Produet P},(cosn,)P},(cosw,) auf, oder in unseren allgemeinen Zeichen, es ist 
für p=?2 in der Entwickelung von /"[p, cosy,] nach /"[p—1, cosy;] mit ver- 
änderlichem m, der Factor von /"|p—1,cosy;] ein Product der Zugeordneten 
nächsthöherer Ordnung 

I„[p, cos7, ]In|p, cos]. 


Aus $.14—16 ersieht man, dass dasselbe Resultat für alle p gilt, die grösser 


als 1 sind. 

Die Fälle p=2 und p=3 sind hier die fundamentalen; im $. 17 
sieht man, wie wichtig es ist, diese Formel für jedes grössere p zu besitzen. 
indem man dann eine noch allgemeinere Reihe für /"[p, cosy,] erhält, wo y, 
durch p—1 Winkel , eben so viele w und einen Winkel y, ausgedrückt ist. 
Wollte man für y, nicht wie dort 2p—1 sondern eine grössere Anzahl von 
Winkeln einführen. indem man fortfährt und 7, wiederum durch Winkel z,,. 
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vv, und 7,,;, ausdrückt, so würde man nicht mehr ein einfaches Resultat er- 
halten. Man sieht hieraus, dass man für p=2 nur drei Winkel einführen 
durfte. wie es auch Laplace that (oder vier, indem man für 7; die Differenz 
1 — 7, setzt). 

Dies ist der hauptsächliche Inhalt des zweiten Abschnittes; wir kommen 


jetzt zum dritten Abschnitte. Indem man statt der reciproken Quadratwurzel 


den Ausdruck T im $. 19 betrachtet, welcher nun einer ersten Gleichung 5.) 


mit p—+1 statt drei Veränderlichen genügt, findet man eine zweite Gleichung 
(6.). welcher die Function 

I"|p,ace+a, x, + etc. -+a,z,] 
Die Bedeutung der verschiedenen Buchstaben, welche genau der oben 


genügt. 
für p=2 gewählten entspricht. ist im $. 19 vollständig angegeben. Wir 


suchen nun die allgemeinste Function A, welche mit /” folgende Eigen- 
schaften gemein hat: Sie ist vom Grade » in Bezug auf x, x,. etc. x,, und 
venügl der Gleichung (6.). 

Um die Function aufzufinden, führt man Polarcoordinaten w,. ,. ele. ein 
(8.19). und stellt eine endliche Function Z auf (8.20). welche von den ı abhängt. 
und aus einer Summe von Gliedern besteht, deren jedes einzelne (6.) genügt. 
die übrigens nicht die allgemeinste Function ist, welche diese Eigenschaften 
besitzt. Im $. 22 zeigt sich. dass dieses Z eine ganze Function »"" Grades 
der x ist. im $. 23 endlich. dass sie so viele Constanten enthält als X” 
höchstens enthalten kann. Es ist daher Z jene allgemeinste Function X. 

Endlich findet man im $. 22 noch die Sätze, welche eine Haupt- 
eigenschaft der X" enthalten; nachdem gezeigt ist. dass Z mit X überein- 
stimmt. kann man nämlich dort in (a) und (b) die Buchstaben Z und Y mit 
A und X) vertauschen. Die Bedeutung der beiden Sätze wird aus der 
Vergleichung des Resultats mit dem für y =? geltenden sofort klar; sie sind 
es. durch welche die Coeffieientenbestimmung geschieht. wenn man eine 
Function in eine Reihe entwickeln will. die nach den X” fortschreitet. 

Die Versuche zur Verallgemeinerung der Laplaceschen Functionen. 
soweit sie mir bekannt geworden sind. haben sich bisher auf diese beiden 


Sätze bezogen. die man in Cayleys oben erwähnter Arbeit 8. 276 und 278 


Formel 10 und 16 bereits findet. Besonders bemerkenswerth scheint mir in 
dieser Arbeit die Ari zu sein. auf welche Cayley gelehrt hat, die X" ohne 
Hülfe unserer Gleichung (6.),. nur mit Hülfe von (5.) zu definiren. 


wir diesen Vorgang nicht benutzten, so geschah es aus dem Grunde, weil 
15 * 


Wenn 
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uns daran lag. auch die Reihenentwickelung von X“ (m. vergl. $. 23) und 
die Art kennen zu lernen, auf welche die Constanten in X eingehen. 

Im Falle p = 2 halten wir eine erste (5.) entsprechende Dilferential- 
vleichung und eine zweite unterschieden, welche (6.) entspricht. Jedes Integral 
der zweiten. mit r" multiplieirt. muss offenbar ein Integral der ersten sein. 
Die Laplacesche Function X’ (für p= 2) lässt sich. wie man bemerkt halte, 
dadurch definiren. dass sie ganz und vom Grade » nach r, x,, x, ist und 
der zweiten Dilferentialgleichung genügt. Nimmt man den neuen Gedanken 
hinzu. der wohl Cayley angehört, dass man sie auch als homogene Function 
der .r betrachten kann, so sieht man, dass r" A die allgemeinste Function 
ist. welche der ersten Gleichung senügt. und homogen und vom Grade » nach 
5, 5, 5, dass also X dieselbe Function für Z+-S-+S5=1 wird. Cayley 
verallgemeinert nun den Begriff der Laplaceschen Function dahin. dass sie 
die allgemeinste homogene Funetion »"" Grades von S, S,. ele. S, ist. welche 


genügt. wenn man S-+zj— ele.+$,—=1 setzt. Diese 


unserer Gleichung (9.) 
Function stimmt nun mit unserem A überein; Cayley beweist für dieselbe 
die in Rede stehenden beiden Sätze. geht übrigens weder näher auf die de- 
linitive Form von X noch auf den Nachweis ein, dass die von ihm 8.276 aufge- 
stellten Funetionen wirklich die allgemeinsten. von ihm definirten X” sind. 

Mit dem Beweise der erwähnten Sätze hal sich ferner auch Ostro- 
gradski im Bulletin de I’ Academie imperiale des sciences de St. Petersbourg 
Tome Ill, p. 65 vom Juni 1560 in einer Arbeit: Sur une integrale definie 
beschäftigt. indem er für die X’ die Cayleysche Definition zu Grunde legte 
und die Methode benutzte, durch die ein Integral. welches sich über einen 


sörper erstreckt, in ein über die Oberfläche genommenes verwandelt wird. 


Erster Abschnitt. 
$. 1. Wie bereits in der Einleitung angegeben ist, haben wir die 
Differentialgleichung 


qq, dw 


_— le, ar + ce a" etc. + e,] W = 0 


du’ 





zu untersuchen. in welcher man 


l 
"PER 5 


Yw(x) 


, vla)=(z-e)(r—a,)... (2 —0,) 
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vemacht hat. Jede Function W, welche sanz und vom Grade » in Bezue 





auf ya—a, ye—e,., ele., ye—e, ist, lässt sich jedenfalls als eine Summe 
W = Gyw + @yyr + ete. 


darstellen, in der die @ ganze Functionen von x, die Funetionen ı,. ,. ete 
Theiler von ı sind. die extremen Fälle eingeschlossen. dass eine der ıw,. ele 
oleich 1 oder gleich (=) selbst ist. Offenbar kann man annehmen, dass 
". %,. ele. untereinander verschieden sind, d. h. dass der Quotient von zwei 
derselben keine Constante giebt. Dies vorausgesetzt zeigen wir. dass jede 
einzelne Grösse @,yı,. @,yvn, ele.. für W in (1.) eingesetzt, dieser Gleichung 
genügen muss. 
Da nämlich 


d’W U’W dW 
—,- weit ale) —, 
du‘ a ED d.r 
und daher für jeden Index ı 
af Y \ 
d \ (GW wD, 
A J H, | 11 


du‘ 

wird. wo H, eine rationale Function von x bezeichnet, so erfordert (1.). dass 

Hy Hıyın- 
voleich einem Ausdrucke 

IK, yYvı + KR; yYv> 
werde. wo die K sanze Functionen von x vorsiellen. nämlich solche. dass 
man hal 

K, = G@ [aa "+ 0,2” "+ etc. +c,_.]. 
Hieraus schliesst man sofort. dass 
Hehs Ayv Hy, 


wird, dass also @, yw, der Gleichung (1.) genügt. Wir haben also das Re- 


sultat: Soll man alle Funcetionen W aufsuchen, welche (1.) genügen, und ganze 


Functionen n’“” Grades in Bezug auf ye—a, ye—a,. etc, ye—o, sind, so 
genügt es, alle Functionen W von der Form W = Gyw, aufzusuchen, die \l. 
genügen. Hier bezeichnet w, irgend einen Theiler von w, G eine ganze 


Function von x von solchem Grade, dass W° eine (selbsiverständlich ganze) 


Function von x vom Grade n wird. 
Hat man alle diese Functionen gefunden, so ist offenbar der allgemeinste 
Ausdruck von W eine lineare Verbindung der gefundenen Functionen. 
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$. 2. Nachdem wir unsere Aufgabe so reducirt haben. dass wir also 
nur Integrale der Form Gyw, von (1.) zu betrachten brauchen, gehen wir 
zur Bestimmung der Constanten e in der Gleichung (1.) über. In diesem 
Paragraphen beschäftigen wir uns mit der Bestimmung von c,. 

Setzt man in (1.) für W seinen Werth Gyw,. und macht w = w, w,. 


so entsteht für @ die Gleichung 





u u. 2: 
2.) v(2) I +2()- +92)G = 0. 


dx 


wenn man zur Abkürzung 


De 


v(@)+w(e)u.(e). 
1 


x(2) = 
+2) = 39 (a)w(E)+4WVıer) Ye) -[e,er 
vemacht hat. Es ist nun w(x) vom Grade p-+1: es sei w, vom Grade v. 
also y, vom Grade p-+-1—rv. Wegen des Grades von W ist dann der Grad 
der ganzen Function @ von x gleich 4(»n—r). welches wir gleich o setzen. 
Integrirt man nun (2.) durch eine nach Potenzen von x absteigende Reihe. 


die also mit (der ganzen Potenz) x” anfängt. so muss die höchste Potenz 


+ eic. . er) 


von .r, welche auf der linken Seite von (2.) nach Einsetzung der Reihe für 


( entsteht. sich von selbst fortheben. Diese, die y+0—1". kommt in 


a ‚, d@G 











wien. 2.) “ Hir)G: 
a x) % 1, 
an . p- Ei v(v—-p—1) 
’esp. O(O Er . o(v+ — |, _— [7 —{( 
| ( )» 1 2 4 ) 
n(n+p—1) ' 
mal. also im ganzen ( + —— ce, mal vor. d. h. es ist nothwendig 
 _. sa-+p—1) 
C, = 4 . . 


$. 3. Die übrigen Constanten c ermitteln wir nur für die speciellen 
Functionen. Wir setzen also 
e=0; =, =eda.=u,=l, 
so dass w(x) gleich e(2—1)’ wird. und W, nach $. 1. jedenfalls von einer 
der vier Formen 
G: Gya; Gye-l: Gyeyc—. 
Ferner ist nun 
d’W d’W (p-N)c—1, dW 
nn se ee ai 
Man hat jetzt zwei Fälle zu unterscheiden; erstens kann es eintreten. 
W für e=1 nicht verschwindet. und dann muss der Factor von W in 





— ce(r—1)? 
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(1.). nämlich 
et tat etc, 

vanz theilbar sein durch (@—1)”"', also gleich e,(@e—1)”’". Dividirt man nun 
alle Glieder von (1.) durch den gemeinsamen Factor, so findet man. mit Be- 
nutzung des schon aus $.2 bekannten Werthes von e,. folgende Dillerential- 
gleichung für die speciellen Functionen erster Art und p"” Ordnung, die zu 
» gehören, wenn sie für x = 1 nicht verschwinden: 
EW , D+DaA War yo g 
da“ 2 dx 4 

Verschwindet zweitens W für 2 = 1. so ist es durch eine Potenz von 
‚e—1 theilbar; es sei diese die v'“, wo v also eine ganze positive. » nicht 
überschreitende Zahl vorstelll. W soll ausserdem durch keine höhere Potenz 


(2 —1) 





von yac—1 als die v'“ theilbar sein. Dann sind 
d’W dW d’W 

— 3 (2 —1)?" ——: 

durch die 4v-+p— 2 Potenz von z—1 theilbar, woraus unmittelbar folgt. dass 
der Factor von W in (1.) durch (@—1)””” theilbar, also von der Form ist: 


[tee], 


1) dx dx du’ 





wenn %k eine Conslante nach x vorstellt. Die Gleichung solcher Funelionen 
W ist also 
‚»dW , dW | nn 
42(2—1) +2 [(p+1)2r—-1](@ —1) —— — [Rr(Ra+p—1)r+%k]W 0. 


da’ da 
Aber auch k kann nicht willkürlich gewählt werden; führt man nämlich 
in die vorstehende Gleichung eine für e = 1 nicht verschwindende Grösse U 


ein, indem man setz! 


W = (s-1)® U, 


so findet man für U die Gleichung 


4x (z-1)" +2 (pr Ne-11e-1) [2 (v(9+p-1)-n(n+p-1))-kA-v]U = 0. 
Da in dieser für e=1 die beiden ersten Glieder verschwinden, so muss auch 
das letzte Glied, also in demselben der Factor von U, für 2 =1 verschwin- 
den, und man erhält daher als Werth von k 

k = v(v+p—-?2)—n(n+p—1), 
welcher in die Gleichungen für U und W einzusetzen ist. Dividirt man diese 
nun noch durch 2—1,. so hat man schliesslich das Resultat: 
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Alle speciellen, zu n gehörenden Lameschen Functionen erster Art und 


4 
# 
b) 
% 





p'“ Ordnung findet man, indem man untersucht, wie viele Differentialgleichungen 
| d’W R dW | | v(v--p- 2} 
3.) Asle 1) —— +21] — — Isla 4s—1)+ I Ei 
3.) de(2—-1) a 4 2[(p+1)c—1] 7 [e(R+p—1) a W=-V0 


ein oder mehrere Integrale W = U(yx—1)” haben, wo U eine ganze Function 
von je ist (deren Grad nach yx dann von selbst der erforderliche »—rv wird). 
Solche Untersuchungen hat man für v0. 1.2. ete, n zu führen; alle 
Functionen W, die man so findet, und nur diese, sind die verlangten speciellen 
Kunctionen. 

Unten zeigen wir, dass für jedes v ein Integral von (3.) mit der ge- 
forderten Eigenschaft existirt, dass man also »--1 specielle Funetionen erster 
Art und »"" Ordnung für jedes » findet. In dem Falle y=1 erhält man zwar 
nur » Differentialgleichungen (3.). da für v»=0 und vr=1 dieselbe Gleichung 
3.) hervorgeht: diese hat aber sowohl ein Integral von der Form U als von 





der Form Uyx —1. so dass man wieder »--1 Functionen findet. 


$. 4. Es ist bequemer unsere Funclionen slalt von =, von 2 = y.r 
abhängige zu machen. Wir transformiren deshalb unsere Gleichungen in 2. 
fügen auch zur Vervollständigung noch die Formen hinzu, die man durch 
Einführung einer trigonometrischen Grösse, von cos statt z, erhält. Wir 


haben dann folgendes Schema: 











ye=23:; 2=cosy; W=(z’—-1)”"U; 
/ ) \1 IW ) 1 > R mr (Vv—- , 2) 1 , 
[(@ -1)# 7 1- 21) [nn +p B+-%3 E FR N 0: 
(5 S i as 
TEE Tu u 2. v(W+-pP — 2) Iır 
ed heelHleetr 9-0; 
A er dU | 
4. 1) + (pteV)s — (a—v)(n+r+p—l)U = 0. 


PP u 
u» ISi 


I Werthe von » eine und nur eine ganze Function U der Gleichung (4.) 


also noch zu zeigen, dass, bei festgehaltenem » und p, für jeden der 


n- 
venügt; der Fall »p= 1 macht hier keine Ausnahme. 


$. 5. Integrirt man die Gleichung (4.) durch Reihen. welche nach 


absteigenden Potenzen von 3 geordnet sind, so sieht man sogleich ein, dass 
die eine von ihnen mit der »—r"" Potenz, die andere mit der —(n+r+p—1)'" 
Potenz von z beginnt. Die letztere, da sie keinenfalls eine ganze Function 
ist. kann kein Integral U mit den verlangten Eigenschaften geben: sie 


von 2 
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wäre zu benutzen. wenn wir von den Funclionen zweiter Art. welche also 
den Kugelfunetionen Q und nicht P entsprechen, handeln wollten. Die erste 
Reihe dagegen bricht ab, ist daher eine ganze Function von 3. und zwar 
%”[p,z], wenn man setzt 

Ren nr (ar) r—1) „_,. , (nv) —r—1)(n—9—2)(n—v—3) 
3. [p, 2] = 3°" — 2(2n+p—3) ” 17 2.4(2n+p—3)(2n- p—5) 


„N-v—4t 
% 


Z eic. 





Macht man noch 
I:(p, 3] = VD’ %:[p, 3), 

so hat man folgendes Resultat der Untersuchungen dieses Abschnittes: 

Es sind die n+1l Ausdrücke 

Kip,2l; Z[p23l; etc; Llpz] 

die sämmtlichen speciellen Lameschen Functionen erster Art und p'” Ordnung. 
welche zu n gehören. 

$. 6. Die Grössen / lassen sich noch durch verschiedene andere For- 
meln darstellen; wir heben hier die folgende hervor: 

‘N . 
[63] = SG - 5 2sEH a tp 311, 

welche zeigt. dass / für alle Ordnungen p durch dieselben Operationen aus 
I" abgeleitet wird, also dass 7/7 in Bezug auf /“ immer dieselbe Rolle spielt 
wie für p=2, d.h. wie P} in Bezug auf P". Diese Formel findet man 
sanz direct, wenn man die Reihe für /" im Ganzen v mal nach z differentiirt. 
aber eben so leicht aus der Bemerkung, dass die Gleichung (4.), nach z dif- 


lerentürt, eine Gleichung derselben Art giebt, die aus (4.) entsteht, wenn man 
dU 





in derselben U und v mit und v»-+1 vertauscht. 


dz 
Der Character von /} hängt also immer von demjenigen von IX ab: 
dieser ist aber ein wesentlich verschiedener, je nachdem die Ordnung p. 
wie bei den Kugelfunctionen, grade oder ungrade ist. Für ein grades p, also 
für y=20+-2, lässt sich /}[p, z] olfenbar durch ®fache Differentiation nach 
z aus /7'® [2,2], d. h. aus der Kugelfunction P""”(z) ableiten; ist dagegen 
p=r?0+1, durch @fache Differentiation aus 7" ® [1,2]. Nach 8.5 wird aber 
I‘[1,z] durch die Reihe 
„.namn—l) „o, nn —N(n—2)(n—3) „u 
nn? TZIm- Dann” 
d. h. durch 2'”"cos(n.arccosz) = 2!" cosny dargestellt (3 = cosyw), so dass 
für das ungrade p also /}[p,z] durch @fache Differentiation nach 3 aus 


— elic.. 
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cos(»n+w)w sich erzeugen lässt. Man findet Weiteres hierüber in dem 
zweiten Abschnitte $. 9. 

$. 7. Da sowohl P’(z) als cos»w als Dilferentialquotient einer ganzen 
Potenz von yz’—1 dargestellt werden können. so sind sämmtliche 7 wesent- 
lich nichts Anderes als Dilferentialquotienten solcher ganzen Potenzen. Benutz! 
man zur Integration von (4.) die Formeln des $.37 im Handb. und setzi 
dort in (a.) 

ru Bert Ber 

und »—r für », so wird eine ganze Function, welche (4.) integrirt, für grade 


oder ungrade p, 


2y+p—? Bar ?n+p—2 
r 5) er ae d” j b) wei ae 
U= (#1) a! 


dar 


so’ dass man auch erhält: 


Butt FI en] 
I’[p; 2] = Das n ° $) Et 











Zweiter Abschnitt. 


1I—p 
$. 5. Entwickelt man (1—?2rz+r‘) ° nach aufsteigenden Potenzen 
von r, und setzt 
| ii 
„= «N n P = 
EP TIERE UNE 
1—2rz-+r”) ? + 


so wird, wie man aus dem Handb. $. 65. S. 169 weiss. 











2n--p—93 
IP’ . Zur a" .“ AU . n (n BE 1) „n—2 | ft > ) 
r2 2 ii yn i IIn s 2(2n-+-p u ii & 


Für die in Parenthesen eingeschlossene Reihe ist aber bereits im $. 5 eine 


Bezeichnung gewählt worden, aus der sich ergiebt: 








an -+-p—3 i 
u 
[ps] = I — gg — Ilp,3). 


Die Functionen /} des $.5 unterscheiden sich also nur durch eine Constante 


von den obigen Entwickelungscoeflicienten. 


Bere 9% i 
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Diese Festsetzungen gelten, so lange die Zahl p grösser als 1 ist: um 
die Formeln, welche wir gewinnen werden, auch auf den Fall p = 1 anwenden 
zu können. machen wir. wie man schon aus der Analogie unserer Ausdrücke 
mit den bei Betrachtung des Potentials entstehenden vermuthen wird. 
N I. 
— log (I—?2rz+r’) ya Zr"l"i1,2]. 
n—1 
Mr i ; h nn , | 
Wir selzen endlich fest, dass »/’[1.z] für » 0 nichts Anderes als 
(IS mn 
vorstellt. 
$. 9. Es brauchte im vorigen Paragraphen nicht angenommen zu 
werden, dass p ganz ist; tritt aber dieser Fall ein. so gewinnt man /"|p, 3] 
sehr leicht durch Differentiation aus seinen Werthen für p 
(M. vergl. $. 6.) 


| und >=} 


Ist erstens p ungrade und von der Form p = 2@--1. so dilferentiire man 
n I. yM 
- log (1—2rz+r?) 2 2 — cos(n.arccosz) 
en ' u 
im Ganzen ® mal nach z: dadurch entsteht 








PX) 


2.4...20 —?2)r® or” d@®cos(n.arc co82 
A— 2rz ra nn dz® 
also mit Hülfe des $. 5 
2) n+Wnnge | =Narnrnne» 
/ _ DE f ey - - d COS (N W)JArccoOs ) 
(n+@)2”’l"2o-+1,2] = - on Ka res 


yn dz® 


Wir bezeichnen nun eine parallel mit ? vorkommende trieonometrische Grösse 
durch €. indem wir setzen 


in (m nr. 2 \ 
C'(2)=I"[1, 3]: nm C0S (marccosz), 


für »—=0 rechts die Hälfte genommen. Dann wird 


2 . dPC"+® (z 
2 [Ro-+1,2] = 


In ähnlicher Art findet man zweitens für ein grades p von der Form 


p = 20-2 durch wiederholte Differentiation aus (1—2rz -+r")*, mit Einführung 
der Kugelfunction 


P'() = I’[2, 3], 
den Ausdruck 


ä i d® P" 1 0] 2) 
2°[°[20+2,3] = . 


dz® 





16 * 
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Man weiss (Handb. $.5 und 36), dass P und © sich durch die Formeln 
1 d" (2° —1)" 











>n n a 
I (z) 2"IIn da” I 
2, Zu 
ve nn va’ 1 d" @’—1 2 
r %) == 2n —f ee 
n.2"-1]I u 3 


darstellen lassen; setzt man diese Werthe in die vorstehenden Formeln ein. 
so ergiebt sich als Ausdruck von /"[p, z]. resp. für grade und ungrade p: 











1 1 de 2m (2° — 1)" MW 
")m- 2. z| — eu ; 
/ 20 l 2, 2] In =@]](n - ©) da" HW ? 
[9 ı- 1 d® | ee mr» = u 
"28-1, z] = EEE ITETE) 7 


In Ho—l (n u: ©) II NEE Ar 


$. 10. Zu grösserer Bequemlichkeit ist dieser Arbeit am Schlusse 
eine Sammlung von Formeln hinzugefügt worden. Taf. I., I. und IN. ent- 
halten solche, die wir hier bereits abgeleitet haben, oder die, wie einige Aus- 
drücke in Taf. Il., sich unmittelbar ergeben, auch die Definition der /” und 
ihre Beziehung zu den 7}. Ferner giebt Taf. IV. einige bekannte Ausdrücke, 
welche unten gebraucht werden; Taf. VI. enthält Formeln, welche in der Arbeit 
„über einige bestimmte Integrale” im 61°" Bande dieses Journals abgeleitet 
wurden, oder sogleich daraus folgen. Die Taf. VII. und VIII. enthalten Be- 
ziehungen, die erst in den folgenden Paragraphen erörtert werden sollen. 
Taf. V. endlich zeigt eine merkwürdige Formel von Jacobi (No. 32, 8.43 im 
Handb.) und eine ihr entsprechende neue, die sich durch Verbindung von $.7 
und 9 ergeben. 

Um diese abzuleiten, hat man nur die Werthe von I” aus $.7 und $.9 
einander gleich zu setzen. Für grade p erhält man dann die erste Formel 
in Taf. V.. für ungrade p die zweite. Bei der Reduction hat man die ein- 
fachen Werthe zu beachten, welche nach der zweiten Formel in Taf. IV. 

BT Eee 
annehmen, und dann für n+@® einen Buchstaben m zu setzen. 
$. 11. Die bekanntesten Eigenschaften der Kugelfunctionen, welche 


sich bei den / wiederfinden, übertragen wir nun auf die letzteren. Wir be- 








einnen mit dem Hülfssatze, dass 


[® [p, 3]17 [p, 3] (3° — 1)?” da 
ee 


i 
N 
i 
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verschwindet, wenn m und » verschieden sind. Dies zeigt sich sowohl aus 
der Differentialgleichung der / im $.4, als auch durch folgendes Verfahren. 
durch welches man zugleich den Werth des Integrals für m =». der nicht 
verschwindet, bequem findet. 

Zunächst ist klar, dass man nur nölhig hat das Integral für » = 0 aul- 
zusuchen; in der That wird nach Taf. II. der obige Ausdruck gleich 


2, r pP 2 


ST tp+%, 2] [p+20,3)@ 1) ° as, 
er 


also gleich dem Werthe des gegebenen, wenn man in ihm v—=0 setzt. und 
nur m, n, p resp. mit m—v, n—v, p--2v vertauscht. 

Ist nun » = 0, so unterscheiden wir zwei Fälle; es kann p grade oder 
ungrade sein. Wir wollen nur den letzteren hier behandeln, da der erstere 
der einfachere. und wesentlich nichts Anderes als ein bekannter Satz für die 
Kugelfunctionen ist (Handb. $. 52). 

Es sei also p = 2@©-+1,. und ferner m <<». Nun ist nach $. 7 





1) 7 Ki a 
II(?n--p — dia" 

berücksichtigt man, dass /”[p,z] vom m’ BER nach z, und dass mw <_ u 

ist, so wird unser Integral, wenn man »mal durch Theile integrirt, Null geben 

und erst dann eine nicht verschwindende Grösse. wenn man m=n selzl. 

Diese Grösse ist dann 


—— InIIn+p— 2) aan 
(1) Ian 4+p—2) i Pr 


oder nach Taf. IV. 





(—1) ° R (An P—1) In II( R te 


zi.— (m 2n 2. a 


Für grade p hätte man denselben Ausdruck für unser Integral erhalten: aus 








dem gewonnenen Resultate ist die Taf. VII. gebildet. 

$. 12. Die Formeln des $. 11 benutzen wir, um (2-+-zy.a@’—1)". 
wenn z ganz ist, in eine Reihe zu entwickeln, welche nach Functionen /"|p, z| 
mit veränderlichem m aber festgehaltenem p fortschreitet, d. h. in eine Reihe 


M—n 


©) (e+3ya-1) = Zuit[p 3], 


MN 
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wenn die « von z unabhängige Werthe, die natürlich noch von x abhängig 
sind. vorstellen. Zunächst ist die Möglichkeit einer solehen Entwickelung 
nach 7”, weil sie ganze Funclionen m" Grades sind. klar: unsere Aufgabe 
besteht nur darin, die « zu bestimmen. 

Ist p eine ungrade Zahl 2&-+1,. so leitet man die gesuchte Formel 
durch blosse Differentiation nach 3 aus der bekannten für »p=1 geltenden (Handb. 


13. No. 33. a) ab: 


2" Fe ” Pt (2) | > Pnn m (X) cos my 
#: 7 cosy on ) — er — 
II2n IIn IIn H (n-+- m) II(n— m) 


Setzt man hier x für cosw und drückt die Funcetionen P und die Cosinus der 
Vielfachen von ı durch die aligemeineren Zeichen / aus (Taf. 1. und 11.). 
lautet die vorstehende Formel 

In | —. m1„1[2, z]/” [1,2] 


„2 er ! \ n — > 


—— (t-+zya | 
IT2n \ / —, Ta + m) In — m) 





Han dillferentiire diese @mal nach z, nachdem man vorher »-+@® für » geselzi 


hat, dividire durch (yıar—1)” und benutze Taf. IH. und H.: dann entsteht die 


für ungrade p oeeltende Formel 
na 2n- p- 27 N 2m- p- | i 


c-+2] 2—1) "In II — i I -m) II (n+m+p-1) 


2 





$. 13. Dieselbe Formel gilt für grade p, wie sich durch eine andere 
Methode zeigen lässt, die eiwas mehr Rechnung als die frühere erfordert, die 
übrigens auch für ungrade p hätte angewandt werden können. 
Es sei also p = 28-2; wir mulliplieiren (a.) im $. 12 mit 
I” [p, 2])(2°—1)?'?"dz 
und inleeriren nach z von —1 bis 1. Dadurch entsteht aus der rechten Seile 


m | 


von (a.). nach Taf. VII.. «,e pl 
Die u. Seite von (a.) liefert nach Taf. IM. 





-——.,H rn dr 20 u’. l m-+-W) 
eur er Ten, 
Im- er | / P, dz" +20) + 
also nach Taf. V. 
I Mm+20) [" 4—, den @—Irt® 
( a a x A 
— — (e+zyx—1) - dz. 


2”420 Im Il(m-+ ©) 
Integriri man m mal durch Theile u setzt dann unter dem Integrale 3 = cos w, 


so entsteht 
0 In II(m +?) (a —1)”" f", u  HRNTN 
I u 2 / (2 + cos yya—1)"" sin OH pay, 








In+20 II(n — m) IL(m +) Ilm / 
) 














Heine, Specielle Lamesche Functionen. 127 


und nach Taf. Vi. 


nn x -@) Ilm s, ©) ö Pr 1” n[% | 
In I1(n— m) H(n+ m +20 +1) ye—ı) 5 [mTp-+1. 





1)® 2" 1 


Achtet man darauf, dass die beiden letzten. x enthaltenden Faetoren nach 
Taf. II. nichts Anderes als /}[p-+1, x] sind, so erhält man nach Division mit 
c”[p] den Werth für «,. Es ist nicht erforderlich ihn hier noch besonders 
aufzuführen, da er in der That, wie oben behauptet wurde, mit dem Factor 
von /”[p,z] in der Formel am Schlusse des $. 12 übereinstimmt. 


$. 14. Setzt man 


c08Y, = 087, 608 WW, + sinn, sin, c0sY». 


so lässt sich bekanntlich für p =2 die Funelion /"[p, cosy, |, d. h. P*(cosy, 
in eine elegante, nach Cosinus der Vielfachen von ys fortschreitende Reihe 
entwickeln. Eine ähnliche Reihe existirt für alle p, die grösser als I sind: 
wir leiten sie zunächst für grade p durch Differentiation aus der bekannten für 
p=*2 geltenden ab, also durch eine Methode, die man aus $. 12 schon kennt. 

Die erwähnte Laplacesche Formel heisst in unseren Zeichen (m. verel. 
Handb. $. 67, No. 49) 

m." (a er r) 


(—1) 2 
n h 2% BE n 2. n za | 
72,3]: ya  II(n--m) Il(n—m) 1 2], PTR, y). 





mi 


wenn man 





3 = cn yye—l ye?—1 
macht. Setzt man in derselben 2+@® für », dilferentüirt @mal nach y. dividir! 
darauf durch (j 2—1ya}—1)®, und redueirt durch Taf. I—IIl.. so entsteht der 
zunächst für grade p geltende Ausdruck, in dem man wieder z = cosy,. 
2 = 0087, 2 = C08W,, Y = 0085y, geselzt hat, 


MT 


I"[p, cosy]= 12 [pl Ix[p, cosn, ]/#[p. cos w, ] 1” [p—1, cos7; |. 


an au P 3\? 
Jh" . m (2 2 In pP —3 (M SA ) 
m [p] = a —1) m- | p Ze ) ya In m) II = + m +} 








Wir machen noch auf den einfachen Zusammenhang der k mit den « 
in Taf. VII. aufmerksam. Man hat nämlich offenbar 


2m -4-p—2 
_—_ 1\3(7—2). Br A 
Um [pl Ch [p] = i ı)' 2n - 1 


r 
1 
— 
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$. 15. Ehe wir zeigen, dass die vorstehende Reihenentwickelung 


auch für ungrade p gilt, bemerken wir, dass, sobald sie gilt, also zunächst 


für grade p, man auch hat 





6: u? F si Pe, Yo — 9P2 5 er: OS‘ Ir" .„cosy,; |. 
J ’ LP. sn nd: II(n--p —?2) , LP. Be Lp pn] 


Für »=2 ist dies der bekannte Satz von Legendre im Handb. $. 67, S. 176. 

Man beweist diesen Satz auf der Stelle, indem man die unter dem 
Integrale befindliche Function /”[p, cosy,] nach Anleitung des $. 14 in eine 
nach /”| p—1. cosy; |. mit veränderlichem m fortschreitende Reihe entwickelt. 
darauf mit I’[p—1, cosy,]. also einer Constanten, und mit sin” y,dy, mul- 
tiplieirt. und nach y, von O bis zz integrirt. Die rechte Seite redueirt sich 
dann, nach Taf. VIl., auf das einzige Glied 


kulplAg[p, cosm ]A[p, coswı] /_A’Lp—1, 6087. ])'sin®yady:: 


das in demselben vorkommende Integral ist, bis auf das Vorzeichen, e’[p—1]. 

Anmerkung. Wegen einer Anwendung in dem dritten Abschnitte 
$. 21 mag hier erwähnt werden, dass zur Ableitung des Satzes es nicht er- 
forderlich ist, die Reihe des $. 14 vollständig zu kennen; eine ungefähre 
Kenntniss reicht hin. Dass /"[p,cosy,] in eine nach /"[p—1.cosy;] fort- 
schreitende Reihe entwickelt werden kann, ist ohne Weiteres klar; zur Ab- 
leitung unseres Satzes genügt es schon, wenn man weiss, dass das 0 Glied 
(d. h. dasjenige, welches m=0 entspricht) von der Form 

ve I"| p, cosn, I’ [p—1. cosy;] 

ist. wo © kein 7, und y,,. also nur noch , und Constante enthält. Unser 
Integral, welches an der Spitze dieses Paragraphen steht. wird nun, da man 
aus Taf. VII. weiss, dass nur das 0" Glied der Reihe in Frage kommt. 


acl"|p,cosn, |. 
wenn man setzt 


a = /"Pip-1, cosy]sin’"ydy. 


Macht man 7, =0, so wird demnach 


I"[p, cosyı] / sin *ydy = avl"[p,1]. 


woraus sich mit Hülfe von Taf. I. sofort «® ergiebt. 


i: 
& 
a 
r| 
3 
$ 
3 
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$. 16. Indem wir nun die Formel des $. 14 für ein ungrades p. 
"von der Form p=20+3 ableiten, wollen wir zur Bequemlichkeit des Druckes 
die Anzahl der Indices vermindern, und als Argument von /" 
C0SY = C087C0SW-+ sinnsin cosy, 
wählen; es wird ferner eine Grösse 
cosd = 0087, c084, +siny, sind, cosd 


eingeführt. 
In der Formel des $. 9 unsrer Arbeit über einige bestimmte Integrale 


(Band 61. pag. 356 dieses Journals) setzen wir p für » und 


a = CO0SY—rcosW, 
a, = sin n—r sin wcosYy,., 
d, = u ij sin vsinyı. 


4, =a,=ele.=a,= 0: 


dann wird aus derselben die Gleichung erhalten 








1 
BE 
(1—2rcosy-+r’) ° 
I—2 
a EEE 
er ae # d6 7a nf Bi EEE 
+ | (cos n+isinncosd,) —r(cosw-+isin w cos) JP 
Bu :% 
wo b ein p—Slaches Integral 
2 . 
wrn. In ? 
/ sin®,...sin6, »d6,...d6,_, = _ 
| 7Pp—i 
2 


bezeichnet. Entwickelt man nun auf der linken und rechten Seite nach aul- 


steigenden Potenzen von r, so findet man nach Taf. 1. 


u FORORT. "YOrERN II(n+p—2) F y Mein?” 0, dO, 
1p: PR 9P=? an —4 (cos? +isınncosd, yntpt ® 








wenn man zur Abkürzung setzi 


’7I R a 
M <$ (cos w 4-isinwcos(d)" sin?" 6d6. 
0 


Zunächst kann M von dem Integralzeichen befreit werden; macht man 


nämlich 
mn 


(cosw-+isinwcosd)" = Zu,l"[p—1, cosd]. 


m—( 
Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 2. 17 
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wobei der Werth, den dann «, hat, sogleich aus der ersten Formel in Taf. VI. 
ersichtlich ist. so wird 


NZ 


M= Eu,f I"fp-1, cosd]sin’#d8. 


m=-( 
() 


Der Werth der Integrale, welche in dieser Reihe auftreten. ist aus $. 15 
bekannt, da p—1=2%©-+2 eine grade Zahl bezeichnet; die Reihe für M, die 
man so erhält, setzt man in den Ausdruck für /"[p, cosy]. welcher sich dann 


tes 


in die Summe von Gliedern verwandelt. deren m 
| nr 2n+p—3 
Im I(n+p—?2)II u 1 


2 . 
3) Il (m +n+p—2) Um pt Ip; COS 77 | / [ P- 1, C03 Y; | 





2m- p 2 2" +p—4 
yr II (n— m) Il(m-+-p 








ist. und zwar hat man die Summe von m = 0 bis m —=r zu nehmen. Zur 
Abkürzung ist hier gesetzt: 
ie & I"|p —1, c0s0] sin? 040 


(08 + isınn cos Hr+r—1 





0 
Es bleibt noch übrig, das letzte Integral auszuführen. Da p -3 grade. 
-2@ ist. so wird, wenn man c0os®—=z macht, 
(31) de 1?2@ (3°- | yr+@® 


Qm+20 17] (m +5) dam 20 





sind 0.]” [p- 1 „COS 0] s.. (—1 y k 


und nach Taf. V. 
(—1)® II(m--20) dm (3? 1ym+® 
Im+-20 IIm II(m +5») u 








Setzt man diesen Werth in o, ein und integrirt m mal durch Theile, führt 
darauf wieder cos® statt z ein, so wird 


(— isinn)” Ilm -+2o) II(m + n+p-—2) / sın?=+724d0 
/ (cos 











= en _—. wen ee + 
: u IIm IL(m +5) II (n+ p— 2) N -- sın ncos Hy" trip 


Den Werth dieses Integrales kennt man aus Taf. VI: berücksichtigt man, dass 
nach Taf. I 
sinn)" 17” | p+?2m, cosn] = I}[p, cos]. 
so erhält man den Ausdruck von ve, in der schliesslichen Form; setzt man 
ihn ein, so entsteht dieselbe Formel für /"[p, cosy] bei ungradem p, welche 
wir im $. 14 für grade p fanden. 
Der Beweis, welchen wir hier lieferten, ist eine unmittelbare Ueber- 


tragung des von Jacobi für die Laplacesche Reihe gegebenen; die einzige 
Schwierigkeit bei der Uebertragung bestand in der Verallgemeinerung der 
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Jaeobischen Formel 
1 e2rı do 1 


Fre rg ® " r N * B% _— rs su —— 
erı . a a,1c0sd + a,ısın d Ya’+a’ a: 





welehe man in unserer früheren Arbeit über einige bestimmte Inteerale 


kennen lernte. 


$. 17. Wir stellen nun die Bezeichnung des $. 14 wieder her. Die 
dort gewonnene Formel, welche jetzt für grade und ungrade p gilt, setzt nur 
voraus. dass die ganze Zahl p nicht unter 2 herabsinkt. Ist »y >2. so kann 
man dieselbe Fundamentalgleichung wieder anwenden, um die in ihr vor- 
iommenden Grössen /”"[p—1,cosy,] noch weiter in ähnliche Reihen zu ent- 
wickeln. Ist p >83, so kann dasselbe Verfahren noch einmal wiederholi 
werden, u. 5. f. Aus dem einfachen Satze des $. 14 hat man demnach so- 
sleich den allgemeineren: 


Ist 
c08Y%ı = 6087,C0S%y, + sinn,sinw, cosy;, 
608 Ya = 0087, 608 y, + sinn, sin y, C0SY;. 
c08Y,—ı = (008, C08SW,_ı+ sin Ni sin W,_, COS Y»> 


so entsteht I"|p, c0sy,] aus dem Producte 


K.H.#.I'"[1, cosy,]. 


wenn gesetzt ist 
K— kulplk, [p—1]... [2]. 
2 P— 


n 


H = 1, [p, eosm I, [p—1, 0087]... 1,7 [2, cosn,_1]» 
1 2 P- 


nn _ n r Nr 2 N.—2 i 
7 — I, [p, eos] I, [p—1,cosy;]... 7, [2, cosy,_,]» 
durch Summation über alle nicht negativen ganzzahligen Werthe (incl. Null) 
von Ni, No, Elc., 2,_,, für welche 


Nn— N, Mm, elc.,. N, —R,-ı 


u 
nicht negativ werden. Die Anzahl der Glieder, aus denen HN'[p, cosy,] be- 
steht, ist also 


(n+1)a +2)... (an +p—I) 
1.2...(p—1) 





ver 
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IS. 























$. Nennt man die Kugelfunction 
P" (cosy cos6-+sin y sind cos (6, — y,)) 
zur Abkürzung P, dieselbe Function mit den Argumenten 
c0Sncos® + sinnsind cos(4, —nı). 
c08n COS ıy-+ sinn sin ywcos(w, —n,) 
resp. P, und P,, so sagt ein bekannter ae dass 


P.= ee "49sin9, "PP.49, 





0 
ist. Wir können dies auch so IRRE ENGE Sind die a und b solche Con- 


stante. dass 
«+a+@a=1, b+b+b=1, 


und bezeichnet man die Functionen P” mit den Argumenten 
act tan. be+b,a,+br0,. ab+a,b, +@b; 
resp. durch P, P,. P,, so ist 


P, = 


__ -r En do, 











wenn das Doppelintegral rechts sich über alle. Werthe x und ., erstreckt. 
für de + +2=1 ist. 

Die Verallgemeinerung dieser Formel giebt einen entsprechenden Satz, 
den wir hier beweisen wollen: Sind die Constanten a und b so beschaffen. dass 
a+aj+etce.+a,=1, b’+bi-+ete.+b,—=1. 
bezeichnet man ferner die drei Functionen p“ Ordnung /"[p, 3]. deren Ar- 

sumente 3 resp. 
ac + a, 27 elc. +qa,X,, 
bz-+b,x,+ etc. +b,r,, 
ab-+a,b,+ ete. +a,b, = c05y 


sind. durch /, I,, I. so wird 


- 


4 
dedx,... da,-ı In? 
# h x, Tr h; 








wenn das pfache Integral auf der Linken sich über alle Werthe x, &,, .....x,_, 


erstreckt. für welche die Gleichung stattfindet 
+++, =1. 
Zum Beweise kann man sich des Satzes im $. 11 der Arbeit über 
einige bestimmte Integrale bedienen; setzt man dort p-+1 statt », so sieht man. 
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dass das vielfache Integral, welches wir hier betrachten, sich auf das Doppel- 


integral 


2rı ön 7 rn n - v2 n . . r 
u 2 I|p, eosy |sin®Tgpdgp I" | p,cosg cosy-+sinpsinycosg, |sin! "y,dy, 
0 9 





reducirt. Nach $. 15 lässt sich das innere Integral ausführen, und giebt zu- 
nächst einen constanten Factor, der mit der Constanten vor dem Doppelintegral 


verbunden 4 
1 An ° 


ec" | p] 
liefert, dann /"[p,cosy], und endlich /"[p cosy]. welches unter das äussere 


2n+-p—1 


Integral tritt und dies zu c”[p] macht. 
Man hätte denselben Satz auch mit Hülfe der einfachen Beziehung 
beweisen können, welche nach der Bemerkung am Schlusse des $. 14 zwischen 


e und % besteht. 


Dritter Abschnitt. 
$. 19. Der Ausdruck 


T 
z nn ne een 


FE nn —— —— u 
VE-V+E-a) + +&—-0)'N 


senügt, wie man weiss, der Differentialgleichung 





2 a Er, € 
(9.) wer TH Er 22 . rn BOTTE - Ü. 
Os Os, Os 


wenn die a irgend welche Constante bezeichnen; zur grösseren Bequemlich- 
keit im Ausdrucke nehmen wir an, es sei 

a+a++a, = 1. 
Wir schliessen ferner der Kürze halber den Fall p = I aus, in welchem man 
bekanntlich statt einer Potenz für T einen Logarithmus zu nehmen hat 


Seizt man 


ee Kurhbe 5, =T%,; 
2 = co08W,, a cosn,. 
x = sinw,cosy,, d, = SINN,COSn. 
% = sin, sinw,cosy;. ete. etc. 
IL, sın Y, sın W, ... MA vi c0s w, D 


x, = sinw,siny,...siny,_,sinw,, 
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so wird die Differentialgleichung, der nun 
1 


T = Fu 2‘ —\ 
(Yi1—2rcosy,—+r?)' 








senügl. durch Transformation von (5.) in die neuen Coordinaten gefunden 
Es hat hier cosy, dieselbe Bedeutung wie im $. 17, dessen Bezeichnung wir 
in diesem Abschnitte beibehalten; nur ist hier w,—n, für y, zu setzen. Die 
Ausführung der Rechnung, welche ich der Güte eines hiesigen Freundes ver- 





danke. giebt folgende Gleichung für T: 


N Kan n.E N E ZB oT I ı es ol |. 


or ow, U, Ö w Ö 'w, U, OW,- 




















Hier ist zur Abkürzung gesetzt 


A = r? sin?! w, sin? w, ..o sin W,. 1 
4 = r', 
R ae 
1, — r’sin’ wy,, 
— ie in’ 
4, = rsın v,sın w,...sın V._1- 


Entwickelt man nun T nach aufsteigenden Potenzen von r, so genügt der 
Coeflieient von r", also auch /"[p, cosy,] der Gleichung 








r ” | u. Ö a 
6 Gm aa+p—1)i+2 ge ve [sin w, 2 ]- 
der gesetzt ist 
o,=1, a — (sinw, sinw, ...sinw,_ı)- 


Im speciellen Falle 7, = 0 wird y, = w,, also unabhängig von w,, etec.. 
so dass /"[p,cosw,] der Gleichung genügt 
1 ce 
—= Mn-—+ »—1 I+ is; ur [sin” ie J 
Gar ) sınrIyp,  ow, / oW, 
$. 20. Die Function /”[p, cosy,] ist ganz und vom Grade » nach 
c087,. also auch, wegen der Zusammensetzung von cosy, aus den x, ganz 








und vom Grade » nach x, z,, elc. Die einzelnen Potenzen von cosy,, die 
in /* vorkommen, sind die n'“, n—?2“, etc., aber nicht die n—1",n —3", etec.; 
jede Potenz einzeln in die x umgesetzt giebt eine homogene Function der- 
selben. so dass also unser /” die Summe von homogenen Functionen x“, 
»--2"", ete. Grades der x ist oder, weil 

+zj+et.+z, = 1, 
eine homogene Function der x vom n'" Grade. 





A 
Fa 
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Wir wollen nun die Form der allgemeinsten homogenen Function deı 
r vom n'“” Grade suchen, welche der Gleichung (6.) genügt: sie heisse X 

Eine ganze Funelion der Grössen cosw,., cosy,, ete.; sin ıp,. sinvn,. ele 
welche (6.) genügt, ist offenbar die Summe von Gliedern 

P(Leos(n,_ıw,) +Msin (n,_,W,))- 
wenn L und M willkürliche Constante vorstellen. und die Summation sieh 
über die » in derselben Art erstreckt wie im $. 17. Diese Summe werd: 
vorläufig Z genannt; es wird sich zeigen, dass Z mit X") übereinstimm! 

Da für »,ı=0 das Glied von Z, welches den Sinus enthält. ver- 
schwindet. so wird man alle Glieder von Z erhalten. wenn man bei deı 
Summation in dem ersten Gliede von Z (dem Gliede, welches die Cosinus 
enthält) allen » die Werthe giebt. welche ihnen nach $. 17 zukommen: in 
dem zweiten Gliede von Z kann man aber den Werth »,_,=0 Tfortlassen, also 
über z,. #. etc. »,_, erst von I an bis », natürlich wieder so summiren. dass 

n—Nı, M—m, elc.,. N,.—N,-ı 
nicht negativ werden. Man sieht hieraus. dass in Z im Ganzen 
(n-A)(n-+2)...(n+p—I)-+n(n-+1)...(n+p—?) 
1.2.3...(p—1) 


willkürliche Constante 4 und M eintreten; $. 23 zeigt sich. dass diese 





Constante sich nicht zu einer geringeren Zahl zusammenziehen. 

$. 21. Ehe wir weiter gehen. wollen wir in diesem Paragraphen 
über einige Sätze handeln, die im vorigen Abschnitte bereits abgeleitet sind: 
es wird hierbei klarer werden, wie die Uebertragung der ZLaplaceschen Metho- 
den von dem Falle p=2 auf den allgemeinen sich zu der Uebertragung der 
Jacobischen. die man im zweiten Abschnitte kennen lernte. gestaltet. 

Den Satz des $. 11 über 


” u 
/ I} [p, 2] I;[p, 2) (2 —1) ° de 
1 


kann man auch aus der Differentialgleichung der 7; im $. 4 auf die bekannt 
Laplacesche Art vermittelst Integration durch Theile herleiten. Hier zeig! 
sich sofort, dass das Integral verschwindet, wenn m und » verschieden sind: 
sein Werth c}[p] in Taf. VI für m=n lässt sich durch dieselbe Methode. 
indem man die Glieder genauer betrachtet. welche bei der Integration durch 
Theile vor die Integrale treten. aber nicht ohne Schwierigkeit ermitteln. 
Nimmt man an, dass I"[p,cosy,] die Form von Z im vorigen Para- 
graphen besitzt, so lässt sich die Reihe des $. 17 auch auf folgende Art aul- 
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linden: Zunächst sieht man leicht ein, dass / dann die Form haben muss: 
=ZLFHT""[1,cos(y,—n,)]- 

wenn L wieder Constante bezeichnet. und die Summation in der früheren 

Art ausgeführt wird. Hieraus beweist man den Satz des $. 15 auf die Art. 

welche man dort in der Anmerkung findet, und dann den Satz des $. 18 

nach der Methode, welche in jenem Paragraphen angegeben ist. Aus diesem 

und dem Satze des $. 11 folgt nun unmittelbar 


1 
Ar‘! 


ga a 


(Le, [p] ch pl ii 


also mit Berücksichtigung des einfachen Zusammenhanges der e und k ($. 14) 
wird L=K, wie man es im $. 17 findet, oder L=0. Erst eine besondere 
Untersuchung zeigt, dass kein L verschwindet. 

$. 22. Wir kehren nun zu den Betrachtungen des $.20 zurück. Aus 
dem ersten Theile des Satzes im $. 11 folgt sogleich. dass 


a 


verschwindet. wenn man die Integration über alle Werthe x, x.. ete.. FR 
ausdehnt,. für welche @’+2,+ ete. +2, — 1 wird. und Z unseren Werth 
im 8.20 vorstellt. Y aber eine Function derselben Art, welche zu einem 
Werihe m gehört. der von » verschieden ist. Das Integral verschwindet 
offenbar noch immer, wenn für Y und Z verschiedene Glieder aus dem Aus- 
drucke gesetzt werden, der im $. 20 mit Z bezeichnet wurde. und auch im 
Foloenden so heissen soll. 
Nimmt man noch den zweiten Theil des Satzes im $. 11 hinzu. so 

heweist man auch leicht, dass 

ER 3 7 U Anip P 

(b.) fr [p, cosy, ]Z ——' er 2 = 341517 
ist. wenn Z den Werth bezeichnet. welcher aus Z dadurch entsteht. dass man 
alle w mit 77; vertauscht ($. 19) oder alle x mit a, und wenn man so in- 
tegrirt. dass a +a,+ ete.+a, gleich 1 wird. Einen speciellen Fall von (b.) 





hat man bereits im $. 18 kennen gelernt. 

Da /"[p, cosy,] eine homogene Function x'" Grades der x ist, so wird 
nach (b.) auch Z dieselbe Eigenschaft besitzen, indem Z nur Constante nach 
den x, nämlich die a enthält, welche in /"[p. cosy} nur in ganzen Potenzen 
auftreten. Wir haben also das neue Resultat: 











Te are 
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Die im $.20 angegebene Grösse Z ist eine homogene Function n'” 


(Grades der x. 


$. 23. Die o Grössen Z und M in Z sind dort mit eben so vielen 
Yan Woanaf: \ wir 
Grössen Fcos(n,_,w,) und sin (n, 
1, heissen sollen, multiplieirt, zwischen denen keine lineare homogene Gleichung 


_1%,), die für den Augenblick «,, w,, etc.. 


mit eonstanten Coefficienten stattfinden kann. 

Denn wäre b,u,+b,w-+ete.+b,a,=0 eine solche Gleichung, in welcher 
die 5 also numerische Constante vorstellen. so würde man vermittelst (a.) und 
(b.) im $. 22, durch die ganz bekannte Methode der Coefficientenbestimmung 
finden. dass jedes b Null sein muss. 

Kann man nun, wie es pag. 138 geschieht, nachweisen. dass X, d.h. 
dass die allgemeinste Function »'” Grades der x, welche (6.) genügt, höchstens 
o Constante linear enthält. mit anderen Worten. dass X” die Form hat 

4%, 7% + elc.+a,v,, 
wo die a willkürliche Constlante, die © bestimmte Functionen der x sind und 
ro ist: so folgt hieraus bekanntlich die Üebereinstimmung von X") und Z 
Denn zunächst folgt, dass jede der o Grössen a (s. oben) sich als lineare 
Verbindung der ® darstellen lässt, dass also z. B. 


(m) (m) . (m) 
= % rm m+telc.+a, v9; 


aus dem Anfange dieses Paragraphen erhellt. dass zwischen den o rechten 
Seiten des Gleichungssystemes. welches man aus der obigen Gleichung für m=1. 
ete.. m=0 findet, keine lineare Gleichung besteht. Hieraus geht hervor, dass 
r— 0, dann aber. dass jedes ®, also auch dass 
X = 10, +a,%n+elc.+a,r, 
die Form hat 
X = bhu+b,w,-+ete.+b,u,. 
Es ist offenbar r"Z" eine homogene Function x" Grades der &, welche 
5.) genügt, r" X") die allgemeinste homogene derartige Function. Wird noch 
der oben erwähnte Punkt über die Anzahl der Constanten in X" und zu- 
oleich über die Art ihres Auftretens bewiesen. so hat man also den Satz: 
Die allgemeinste homogene Function der x vom n’“" Grade, welche (6.) 
genügt, ıst 
A — FE P(Lecos(n,_ıW,)-+ Msin (n,_, W,)): 


die allgemeinste homogene Function n‘” Grades der &, welche (5.) genügt, ist 
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r" X"). Es bedeuten hier L und M im Ganzen 
. 9, 1) (a +DaR+29)... an +p—9 
0 = BD - — — - > . —[ 
rp 1.3.38... 





willkürliche Constanten; ferner ist 
f Wi; & n m 
(1 if ıNcG p—?fe US yfı | 
/ I, ‚Lp, eos) T, pl, coswn]... Ir | [2, cosw,_,| 
und die Summation 


strecken, für welche 


über alle nicht negativen Werthe n,. n,. elc.. n, zu er- 


N—Rı, Mı— ir, EBlc., MR, ı—N, 


wicht negativ wird. 
Um nun schliesslich das Fehlende über die Anzahl der Constanten 


nachzulragen, welche r" A’ besitzen kann. bezeichnen wir 


o°’V o’V o’V 
Te rel 
OS, Us, Osp 


ten 


IV, suchen also die allgemeinste Form einer homogenen Function x 


mit 
(irades I von den <&, welche der Gleichung 
oV | 
a et AT 0 
ö8 


I nach Polenzen von < ordnet, kann man selzen 


senügt. Indem man 
V=f+Shßatffot ee ++. 
wo fus fı» .. f, homogene Functionen resp. des Grades 0, 1. etc.. 
5. ete., 5, vorstellen. Die Gleichung (e.) verlangt dann, dass man habe 
Ak + SI rt + TIpR + AP 
1.2.f,-+2.3.Sfhst I (n ii) )(n—2)$" fi | N ‚4 au 1)” To; 


X Von 


“nıa nm) 


Un 


d.h. dass das System von Gleichungen erfüllt werde: 
Ei: VAL EHn Mn Bauehiee. 


Es sind also f, und f,_, ganz willkürliche, nur nach der Festsetzung homogene 


I von den p Veränderlichen S,, S;, ele., S,: 


Funetionen des Grades » und 2» — 
Kine 


die übrigen f folgen aus diesen beiden durch die obigen Gleichungen. 
Funelion wie f, oder f,_, ist aber eine lineare Verbindung von ganzen Po- 


Ienzen der SZ mil resp. 
(n 2 2)...(n+p—1) n(n-+1)...(n+p—2 


1,8... Ne 13..0-5 


dass V wirklich nur o Constante. und zwar in der 





Constanten; hieraus folgt, 
oben angegebenen Art enthalten kann. 














Heine, Specielle Lamesche Functionen. 


139 








# / n Q 
1 1 y7r - r - 
EDEN autsee B —_ m 7 - | - 
N pi u--$ WER I IP.) \P | 
I Bs+r’) ° 1 5) 
n I. 
-loe(1— 2?rz +17 Ya = r"/"[1,2 
n—] 
n Y 1 ’ 
nI"1.z| -- für n=0 
- y7rı 
. z 2 
I’[1.z|j s cos 'n.arccosz) Ertg n () 
“ nyrı 
[2.3] = P'(3) 
p—J3 
II 
2 II(o+n—2 
m [p: | J t 
yn HnlI(p— 2 
NR RER 5 (n-r)(n v1) n-r-2] (n-v)(n-V- 1)(n-v-R)(n-v-3 nr _ote 
- „LP? = * 2(2n+p—-3) 2.4(2n+p-3)(2n+p—» E 
nf =. _? A\rav ei 
r:[p, 3] = (18 TV &[p, 3) 
n N inf . | + N In, \ 
& IP. * SoLPp;> 2] l" 12. s] 1 “ (2) 
Y ' andhm An  # Fr n—rv | Our m 
ye[p. 3] = SÜhn[p— 2m, 3] = Jr” [p+ 2%, 2] = I [p+2r, 3 
n 2n+p—9 
5 Ip z| - r 2 I: Ip 2) 
r m IIn E 








4 


+2m,. 2] 


IM. ni» 


da" PL 
z 2 d® (" +-@ (2) 
DAL ] i [2@ + | a 2] nr u 4 e 
. d (0) P" +W (2) 
29 l' | 20 + 3 z]| > _ 12,0 ie Pt 


Yz’—1 


nl 
n — 


I" —1 G" (z) su 


2 
d’((2’—1)”) 


dz" 


1 
IIn 








2" P'(z) 





ar 
( 











140 Heine, Specielle Lamesche Functionen. 


















































PA 2n—1 
V. 1.3.5...(2r—1) = I —— 
3.5...(2n—1) = — 12 
n n—1 IIn | 
NZ le um = an } TI 
k a 
$ sin"pdp = n ya 
2 
» ganz und posiliv. 
V -4P d"+® (z’—1)" ” 1 Ant Bas. 
| In») Re HIn-o) da" © 
a bu ne 
Eu) RE. 1 d"(z2’—1) ° BER. 5. Aoae.? Mc 
nIl(n +5 —1) dz® in dz"  II(n—o) da"® 
II ‚=. IIKp+n—2) „, 
7 n e® n aaa ang N Ind —2 
v1. I’[p,cosy] = AlmIIp 3 | (cosy-++-isiny cos 6)" sin”"4d6 
p—?2 u 
mr 2 ET a sın??4dO 








rı IIn II(p — 2) (cosy +-isiny cosO)"+r—1 


p—l 2n+p—1 
„r 2 ” 2 


II(p-+n) 








ri (eosy-+isinycos®)" sin’dd6 — 2" [p+2, cosy] 





. 22 
vn. / I: [p, 2] I} [p, 3])(2#—1) * dz = 0 (m <n) 


1 uno 2 
[pl = / (PB, 2] @ 1)? ds 


if 


[pl = / (Ep, 3] -1) ? de 
is . 














I. 3 I(n+p—2) 
zn — 2 BER 
( [p] ”r ( 4) 2n - p—1 IIn 
2?n Hp —1 p Be II(n u v) II(n 4- y +p az 2) 
—— c&[p] = (—1 £ 2n+p—1 2 2 . 
2 


Ausnahme: „ef1]=-—i für n=0. 

















Heine, Specielle Lamesche Functionen. 











141 
(+2 yx’—1)" = 2v+-p—1 
’ ng p-+n—2 m EP pP n * ‚ın 7 
vo Tun tr? u Z Tao rpn Flerl,alP[p 3] 


2 


vn 


"|p. cosy] — = k,[p] I; [p; COS n] l;[p;, COS w] Pip-1 „cosy 


“ı 





2n+-p—3\ 
ne 137) 
at) = FH ger 








yn Ha—v)In+vtp—2 
c0Sy = C0Sn c0sy-+ sinn sin cosy, 
r ı 2v--p—2 
k[ples[p) = (N)? rn 
1 pa InII io- 
zu f TTns eos lin ya 2 I Lo» cosa] I" [p, cosy 


ı Ir de, ... da,. | 
fr [p,ar-+a x, +ele.+a,r, I"[p,br+b,x,+ete.+b,x,] ee (mn 





Ty, 
P_ 
Ar? 
I"[p. ab+-a,b,+tete.+a,b,| (m=n 
zn +p—1 [p; de vo...) | 





wenn a+aj-+etc.+a, = b’+bj+ete.+b, — 1 


2 2 2 
e +9 ++ +2, =1. 





Halle, November 1862. 
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Ueber die Steinerschen Gegenpunkte, welche durch 
zwei ın eme Curve zweiter Ordnung beschriebene 
Dreiecke bestimmt sind. 


(Von Herrn von Staudt in Erlangen.) 


l. Der Schnittpunkt der drei Geraden. welche die Eckpunkte eines 
in eine Curve zweiter Ordnung beschriebenen Dreiecks mit den Polen der 
ihnen gegenüberliegenden Seiten verbinden. soll der Kürze wegen der Pol 
des Dreiecks. die Polare dieses Punktes aber zugleich auch die Polare des 
Dreiecks in Hinsicht auf die Curve heissen. 

2. Liegen zwei Dreiecke A,A:A,. B,B;B,. welche in eine und die- 
selbe Curve zweiter Ordnung beschrieben sind. perspeetivisch. so dass also 
die drei Geraden A,B,. A,B,. A,B, in einem Punkte S sieh schneiden. so 
sind die Pole der Dreiecke entweder durch den Punkt S und dessen Polare s 
harmonisch geirennt. oder sie fallen mit dem Punkte S oder mit einem Punkte 
der Geraden s zusammen. Da nämlich in dem involutorischen ebenen Systeme. 
dessen Ordnungspunkt der Punkt S und dessen Ordnungslinie die Gerade s 
ist. den Punkten A,. A,. A, die Punkte B,. B,. BP, und den Geraden. welche 
die Curve in den ersteren Punkten berühren, die Geraden zugeordnet sind. 
welche die Curve in den letzteren Punkten berühren. so ist in dem erwähnten 
Sysieme auch dem Pole des einen Dreiecks der Pol des anderen zugeordnet. 
woraus der Satz folot. 

Wenn die Gerade A,b, durch den Pol von A,A, geht. folglich die 
Punkte A,. A,. B,. A, aus jedem Punkte der Curve durch einen harmonischen 
Strahlenbüschel projieirt werden, so geht die Gerade B,A, durch den Schnitt- 
punkt A von A,B, und s, welcher zu den drei Punkten A,. 8, B, der vierte 
harmonische Punkt ist. Ist der Punkt S der Pol des Dreiecks A,A,A, und 
also auch des Dreiecks B,B,B,. so sind auch die Geraden A,D,. A,B, durch 
die Geraden A,B,. A,A, und mithin die Punkte S,. D, durch den Punkt R 
und die Gerade A,A, harmonisch gelrennt. 

3. Durch eine Curve zweiter Ordnung. einen in ihr liegenden Punkt 
A, und einen von ihr eingeschlossenen Punkt S ist ein in die Curve be- 
schriebenes Dreieck bestimmt, von welchem der erstere der gegebenen Punkte 


ein Eckpunkt,. der letztere aber der Pol ist. 
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Es sei s die Polare des Punktes S und U der Pol der Geraden 84.. 
welche die Curve in noch einem Punkte D, schneidet. Es werde ferner die 
Curve von demjenigen Strahle des Büschels U, welcher vom Strahle s durch 
die Punkte S, BD, harmonisch getrennt ist, in den Punkten A,. A,. von der 
Geraden SA, auch noch im Punkte DB, und von der Geraden SA, auch noch 
im Punkte D, geschnitten. Da nun die Gerade A,B, durch den Pol von 4 
seht. so geht die Gerade A,B, durch den Schnittpunkt #2 von A,D, und s 
Weil ferner die Punkte S! BD, dureh den Punkt AR und die Gerade 4.4 
foletich die Geraden A,D,. A;B, durch die Geraden A,D,, A,A, harmonisch 
oelrennt sind. so geht die Gerade A,B, durch den Pol von B,B, und also 
auch durch den Pol von A,A,, daher der Punkt S$ der Pol des Dreiecks 
A4,A,A, ist. Und wenn der Punkt 5 der Pol des Dreiecks A,A,A, sein soll. 
so muss die Gerade A,A, durch den Punkt U vehen und {2) von der Geraden 


s durch die Punkte 8, D, harmonisch gelrennt sein. 


I. Wenn zwei in eine und dieselbe Curve zweiter Ordnune be- 
schriebene Dreiecke A,A,A,. B B,B, einen gemeinschaftlichen Pol P haben 
und in der Curve der Sinn A,4A4;,A, mit dem Sinne D,D, PB, übereinstimmt. so 
schneiden die drei Geraden A,D,. A,D;,. A;b, die Polare p des Punktes F 
in einem und demselben Punkte. 

Es sei S, der Schnittpunkt von A,D, und p. so kann man in die Curve 
ein Dreieck 3, D; D, beschreiben. so dass die drei Geraden A,D,. A;D,. 4,D 
im Punkte 8, sich schneiden, dessen Polare durch den Punkt P geht, daher 
(2) dieser Punkt auch der Pol des Dreiecks B,D,D, ist. Da ferner im Punkte 
S, zwei reelle Tangenien der Curve sich schneiden, mithin in dieser der 
Sinn B,D,D, mit dem Sinne A,A,A, und also auch mil dem Sinne B,B,RB 
übereinstimmt. so muss (3) der Punkt D, mit B, und D, mit BD, zusammen- 
fallen. woraus der Satz folet. Ebenso wird die Gerade p von den drei 
Geraden A,B,. A,B,. A,BD, in einem und demselben Punkte 8, und von den drei 


Geraden A,B,, A,B,, A,B, in einem und demselben Punkte 8, geschnitten. 


9. Die Eckpunkte von zwei in eine und dieselbe Curve zweiter Ord- 
nung beschriebenen Dreiecken A, A, A;, B,B,B, sind die Eckpunkte von sechs 
Sechsecken, deren keines mit einem der Dreiecke eine Seite gemein hat. Die 
Gerade, welche den Schnittpunkt von A,B, und A,B, mit dem Schnittpunkte 


von AB, und A,B, verbindet und also auch durch den Schnittpunkt der bei- 

.. . wi ‘ A A. A 
den übrigen Seiten des Sechsecks A,B, A,B,A;B, geht, soll durch (5 BBJ 
i 2 3 








144 von Staudt, über die Steinerschen Gegenpunkte. 





die Pascalsche Linie desjenigen der erwähnten Sechsecke, in welchem den 


A,A,A, 


Punkten A,. A,;. A, die Punkte B,, B,, B, gegenüberliegen, durch B- B. B' 


bezeichnet werden, u. $. w. 

Ebenso kann man, wenn m,. Ms. M;, N, %s. N, sechs Strahlen eines 
Strahlenbündels zweiter Ordnung sind, den Punkt, welcher mit je zwei ein- 
ander gegenüberliegenden Eckpunkten des Sechsseits m, 2. m;n,m,n, in einer 


m, Mm, ‚N, 
und PER Geraden liegt, durch > n bezeichnen. 


6. Wenn von drei in eine nr u Curve zweiter Ordnung be- 
schriebenen Dreiecken A,A;A;, B,B,B,, C,0,C, jedes der zo. ersteren 


RN ’ a r 
mit dem dritten perspektivisch liegt, so geht die Gerade ( 5) B. 2 ) sowohl 


durch den Schnittpunkt S der drei Geraden A,C,. A,0,. + oe auch durch 
den Schnittpunkt T der drei Geraden B,C,. B,C;,. B;C 

Da nämlich zwei einander gegenüberliegende Seiten des Sechsecks 
A,C,B,ÄA,C,B, im Punkte S, zwei andere solche Seiten im Punkte T sich 
schneiden, so geht die Gerade ST auch durch den Schnittpunkt der beiden 
übrigen Seiten A,B,. A,B,. Ebenso lässt sich beweisen, dass die Gerade ST 
durch den Schnittpunkt von A,B, und A,B, geht, woraus der Satz folgt. 

<. Wenn zwei in eine und dieselbe Curve zweiter Ordnung be- 
schriebene Dreiecke A,A,A,;,. B,B,B, verschiedene Pole P, Q haben. so 
schneiden sich die drei Geraden 


A,A,A, A,A,A, A,A,A.\ 
BB,B, B,B,B, B B,B,/ 
dem einen und die drei Geraden 
A,A,A,‘ A,A,A, 1,A, A, 


BB,B,)' BB, B,)’ ; B, B. 
in dem anderen von den beiden Punkten M,. N, welche sowohl durch die 
Punkte P, Q als auch durch die Punkte F, @ harmonisch getrennt sind. in 
welchen die Curve von der Geraden PO geschnitten wird. 
‚ mit dem Sinne B,B;B, 
übereinstimmt, der Punkt M, im entgegengesetzten Falle aber der Punkt 
derjenige von den beiden Punkten M, N, in welchem zwei reelle Tangenten 


Es sei. wenn in der Curve der Sinn A,A,A 


der Curve sich schneiden. Beschreibt man nun in die Curve die Dreiecke 
0,0,C,. D,D;D,. so dass die Geraden B,C,, B,C,,. B,C, im Punkte M, die 
(Geraden B,D,. B,D,. B,D, aber im Punkte N sich schneiden. so stimmt in 
der Curve der Sinn ©,C,C, mit dem Sinne A,A;A;,. der Sinn D,D,D, aber 
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mit dem Sinne A,A;A; überein. Weil ferner die Punkte P, O0 durch den 
Punkt M und dessen Polare und ebenso durch den Punkt N und dessen Polare 
harmonisch getrennt sind, so ist (2) der Punkt P auch der Pol der Dreiecke 
(,C,C,. D,D;D,. daher (4) das erstere auch mit jedem der Dreiecke A,A,A,. 
AA;Aı,. A;A,As. das leiztere aber auch mit jedem der Dreiecke A,A,A,. 
A,A;A,. Az, A, A; perspectivisch liegt, woraus (6) der Satz folgt. Ein anderer 
Beweis des Salzes ist in der nächstfoleenden Nummer enthalten. 

Dass die Steinerschen Gegenpunkte HM, N mit den Punkten P, 0 in 
einer und derselben Geraden liegen, hat schon Herr Grossmann gefunden und 
im LVII. Bande dieses Journals bewiesen. Dass aber die Punkte M. N durch 
die vier Punkte P, 0, F, @ auf die obige Art bestimmt sind. scheint dem- 
selben entgangen zu sein. was die nächste Veranlassung zu diesem Aufsatze 
oeveben hat. 

Wenn die Dreiecke A,A,A,. B, b,b, einen gemeinschaftlichen Pol P 
haben und in der Curve der Sinn A,A,A, mit dem Sinne B,B,B, überein- 
stimmt. so fallen die drei ersteren der oben erwälnten Geraden mit der Polare 
des Punktes P zusammen. während die drei letzteren in diesem Punkte sich 


schneiden. 


S. Bezieht man zwei in einer und derselben Curve zweiter Ordnung 
liegende Punktgebilde projectivisch so auf einander. dass den Punkten A,. 
A,, A, des einen Gebildes die Punkte B,. B,, B, des anderen entsprechen. 
so entsprechen den (imaginären) Punkten X, A,. in welchen die Curve von 
der Polare des Dreiecks A,AsA, geschnitten wird. die Punkte Y. Y,. in 
welchen die Curve von der Polare des Dreiecks BD, B,B, zeschnilten wird. 
Da nun die zu einander projektivischen Strahlenbüschel. von welchen der 
eine das erstere Gebilde aus dem Punkte B,. der andere aber das letztere 
aus dem Punkte A, projieirt, den Strahl A,D, entsprechend gemein haben. 
so liegen die Punkte, in welchen die Strahlen B,A,,. B,A,;. B,X, B,X, von 
den Strahlen A,B,. A,B,, A,Y, A,Y, geschnitten werden. in einer und der- 


A,A,A, 


selben Geraden, daher die Gerade (5 gg ) auch durch den Schnittpunkt M 
ı 7% 3 


von XY, und A,Y geht. Eben so wird bewiesen, dass die beiden folgenden 
der in der vorigen Nummer betrachteten sechs Pascalschen Linien durch den 


Punkt M, die drei übrigen aber durch den Schnittpunkt N von XY und A, Y, 
sehen. Weil aber in jedem der Punkte M, N zwei einander gegenüber- 


liegende Seiten des vollständigen Vierecks XYX,Y, sich schneiden, so sind 
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sie sowohl durch die Punkte F, @, in welchen die Gerade HN die Curve 
schneidet, als auch durch die Pole P, Q der beiden übrigen Seiten harmonisch 


oetrennl. 
Bemerkt wird noch, dass die zu einander projektivischen Gebilde 
AbAy .... BıB,b, ... die Punkte entsprechend gemein haben, in welchen 


. Y W A A, | . . r ° 
die Curve von der Geraden FE geschnitten wird. Werden aber zwei 


in der Curve liegende Punktgebilde projektivisch so auf einander bezogen. 
dass den Punkten A,. A,. A, des einen Gebildes die Punkte A,. A;,. A, des 


anderen entsprechen, so haben sie die Punkte X, X, entsprechend gemein, daher 


i . 1. 
die Polare des Dreiecks A, A, A, auch durch e (. A .) bezeichnet werden kann. 
&£ L £ 


9. Wenn die Punkte A,. A,. A, in Fü einen. die Punkte B,. D,. B; 
aber in der anderen von zwei sich schneidenden Geraden lieren. so giebt es 
der ersteren zwei Punkte X, X,. in der letzteren aber zwei Punkte Y, Y.. 
so dass die Gebilde AA AXX,. 4A; AÄAAX,. BB,B,YY, zu einander 
projeetivisch sind. Da alsdann zu diesen Gebilden auch noch die Gebilde 
AAN, AAAArA, 43,4AA,A, AA, A;X,X projectivisch sind, so 
vehen wieder von den bisher betrachteten sechs Pascalschen Linien die drei 
ersteren durch den Schnittpunkt von AY, und A,Y, die drei letzteren aber 
durch den Schnittpunkt von XY und X, Y.. 

Indem der Wurf A,A,AA, zu dem Wurfe A:A;AX, und also auch 
zu dem Wurfe A,A;X,X projektivisch ist, so ist A,A;3.A2A,. AN, eine In- 
volution. Sucht man also zu den drei Punkten A,. A,. A, den vierten har- 
monischen Punkt ML,, so ist dieser vom Punkte A, auch durch die Punkte X, 
NV, harmonisch getrennt. Eben so sind, wenn A,A;A,H,. A,A,A,H, harmonische 
Würfe sind. die Punkte A,. H, so wie auch die Punkte A,. H, durch die 
Punkte X, X, harmonisch getrennt. 

10. Durch drei Gerade «a,. a,. a,. von welchen keine zwei in einerlei 
Ebene liegen. und drei Gerade b,. b,. b;, deren jede die drei ersteren 
schneidet, sind sechs Ebenen bestimmt, deren jede die sechs gegebenen Geraden 
nur in drei Punkten schneidet. Drei dieser Ebenen schneiden sich in einer 


(reraden m, die drei übrigen in einer anderen Geraden n. 

Die Regelschaar a,@a, ... enthält nämlich zwei Gerade x, x,. die 
Regelschaar b,b,b,... aber zwei Gerade y, y,, so dass die Gebilde a, aa;,.r.,. 
4,4;,4,.20%,. byb:b;yy, zu einander, mithin zu denselben auch die Gebilde 
45,4, 0%, A452, U. S. w. projectivisch sind. Da nun je zwei zu ein- 
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ander projeetivische Regelschaaren, deren jede die Leitschaar der anderen ist, 
eine Curve zweiter Ordnung erzeugen, so liegen sowohl die Punkte a,b,. a,b». 
a,b, als auch die Punkte &b,. a,b,. a,b, so wie auch die Punkte a,b,. a,b,. 
a,b, mit den beiden Punkten xy, x,y, in einerlei Ebene. woraus hervoreeht. 
dass drei der im Satze erwähnten Ebenen in der Geraden m sich schneiden. 
welche den Punkt xy mit dem Punkte x,y, verbindet. Eben so schneiden 
sich die drei übrigen in der Geraden », welche die Punkte @y,. x,y mil 
einander verbindet. 

Schneidet eine Ebene E die sechs gegebenen Geraden in den Punkten 
A, A» Az. Di. B,,. D,. so schneiden sich, wenn die Ebene durch keine 


J 


der Geraden m, » geht. = drei Geraden 





A, A,: 1,A ‚A, A ‚A, A, 
BB BBB) \BB.B 
in dem in der Ebene E liegenden ne der N m und die drei Geraden 
A, A,A, (A (2 
B,B,B, BBB. BB 


dem in der Ebene E ai Punkte der Geraden n. 

Da nämlich x, x,. Y. Yı,. m. n die sechs Kanten eines Tetraeders sind. 
so werden sie von der Ebene E in den sechs Eckpunkten X, X,. Y. Y\- 
M, N eines vollständigen Vierseits geschnitten. Da ferner die Gebilde 
AAhbAzAA,, AA; A,AX,, BB,B,YY,. sie mögen nun in einer Curve zweiler 
Ordnung oder in zwei Geraden liegen, zu einander projektivisch sind. so 
[olet der Satz aus 8. und 9. 

(seht die Ebene E durch eine der Geraden m, », so fallen drei der 
sechs Pascalschen Linien mit dieser Geraden zusammen, während die drei 
übrigen in dem in der Ebene E liegenden Punkte der anderen sich schneiden. 

I1. Durch sechs in einerlei Ebene liegende Gerade. von welchen 
drei m,. m». m, in einem Punkte M, die drei übrigen »,. %,,. 2; in einem 
anderen Punkte N sich schneiden. sind im Allgemeinen sechs Curven «,, 0». 
3. Pi» Ps, Ps zweiter Ordnung bestimmt, welche projectivisch so auf ein- 
ander bezogen werden können, dass auch je sechs homologe Punkte A,. A:, 
A;, B,. B,. B, derselben in einer Curve K zweiter Ordnung liegen und 


überdies die Geraden 


A,A,A, A,A,A, A,A,A, 
B,B,B, BB,B,)’ \B,B,B, 
A,A,A, A,AzA, A,AA, 
B.B,B, B.B,B, B.B,B, 


mit den gegebenen Geraden ne 
19” 
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Jede der sechs festen Curven geht durch die beiden Punkte M, N und 
durch drei von den neun Punkten m», in welchen nämlich die drei Geraden 
m von den drei Geraden » geschnitten werden, und zwar geht 

o, durch m,n,. m,n,. myn; 

@, durch m,n,. m»n,. m;n, 

«, durch m,n;. m,n,. M;n, 
1, durch m,r,. m;n,. m;n» 
P; durch m,n,. msn. Myn; 

Ps durch m,r,. mın,, m;n,. 
Legt man durch den Punkt M die Geraden ,. «,. «, und durch den Punkt 
N die Geraden v,. Y,. Y,. SO dass m, m m;t,. m Mm; ll. MM ,Myly. MyNıRyV,. 
N,%39,V,. N,N;%,Y, harmonische Würfe sind, so geht nun auch jede der sechs 
festen Curven durch drei von den neun Punkten uv, so dass jede der drei 
Curven «@ jede der drei Curven 5 in den Punkten M, N und in zwei ein- 
ander gegenüberliegenden von den achtzehn Punkten mx, «v schneidet, wenn 
man nämlich dem Punkte »»,», den Punkt «,r,. dem Punkte m,r, den Punkt 
#,Y. U. $. w. gegenüberliegend nennt. 

Der Strahlenbüschel M enthält zwei Strahlen x, x,. der Strahlen- 
büschel N zwei Strahlen y, y,. so dass die Gebilde m, m, m,ıx,. m,m,m, ar}. 
7,%n,9Yy, zu einander, mithin zu denselben auch die Gebilde m;m, m; xx, . 
mm, Mm, c u. S. W. projeclivisch sind, daher die drei Curven « in den vier 
Punkten M, N, xy, &,Y,. die drei Curven 5 aber in den vier Punkten M, N, 


2Y4,. 7,9 sich schneiden. 
: m, Mm, Mm, m. ‚Mm, m, Mm, mM, N, . ’ x 
Die Punkte en e, “r Ag en ) sind die Pole der Geraden 


nn,n, ‚n,n, 
MN in Hinsicht auf die Oaires I %,. @, und liegen daher in der Geraden 


p. welche den Punkt xy, mit dem Punkte x,y verbindet. Die Punkte 
> mM, m,mnt, Mm,m, m, . . x 4 . . . 
), ir 2 de, or sind die Pole der Geraden MN in Hinsicht aul 


(m, N,N, N,N, N, N, 


die Curven Bi Bar: A wre Inge daher in der Geraden g, welche den Punkt 


xy mit dem Punkte x,y, verbindet. 

In der Geraden p liegen auch die Punkte U,,. U;. U,, welche die 
Pole der Geraden q in Hinsicht auf die Curven @,. «, a, sind. Ebenso 
liegen in der Geraden g die Punkte V,. V:. V,, welche die Pole der Geraden 
p in Hinsicht auf die Curven /,, 5. /; Sind. Jede der neun Geraden UV 
seht durch zwei einander gegenüberliegende von den achtzehn Punkten mx, 
uy. Durch jeden der Punkte U, V gehen aber auch sechs von den sechs 











# 
& 
ve 
? 
3 
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und dreissig Geraden, deren jede nur eine der Curven «, 2 in einem der 
Punkte m» und zugleich in einem der Punkte ur schneidet. 

Die neun Strahlenbüschel. welche die Punkte «vr zu Mittelpunkten 
haben, können projeclivisch so auf einander bezogen werden, dass je zwei 
Büschel, deren Mittelpunkte mit dem Punkte M oder mit dem Punkte N und 
also auch mit dem Mittelpunkte eines dritten Büschels in einer und derselben 
Geraden liegen, ein gerades Gebilde erzeugen, welches im ersteren Falle 
derjenigen Geraden x, im letzteren aber in derjenigen Geraden m liegt. welche 
vom Mittelpunkte des dritten Büschels durch die Mittelpunkte der beiden er- 
steren Büschel harmonisch getrennt ist. Je drei Büschel,. deren Mittelpunkte 
in einer und derselben von den sechs Curven «, 9 liegen. erzeugen diese 
Curve. Es sind hierdurch auch die sechs erwähnten Curven auf die Büschel 
und daher auch auf einander projectivisch bezogen und zwar auf die im Salze 
angegebene Weise. Die Curve K geht immer durch die vier Punkte xy. 
ıYı, CYı, Tıy. 

12. Wenn zwei Curven zweiter Ordnung zwei einander gegenüber- 
liegende Eckpunkte eines vollständigen Vierseits mit einander gemein haben 
und jede auch noch durch zwei ausserhalb der anderen liegende Eckpunkte 
des Vierseits geht. so schneiden sich die Geraden, welche die eine, gleichviel 
welche, von den beiden Curven in jenen gemeinschaftlichen Punkten berühren. 
und die Geraden, welche der anderen in den übrigen semeinschaftlichen 
Punkten der beiden Curven sich anschmiegen, in einem und demselben Punkte. 
Eine solche Lage hat, was die in der vorigen Nummer betrachteten Curven 
anbelangt, jede der drei Curven «,, @,. @ zu jeder der drei Curven P,. 9. 
und jede dieser sechs Curven zu jeder Curve K zweiter Ordnung. welche 
durch sechs homologe Punkte A,. A,. A,. B,. B;,. B, derselben geht. Es 
schneiden sich daher die drei Geraden, welche die Curven «,. &. «, in den 
Punkten A,. A;. A; berühren, in dem Punkte Q, welcher in Hinsicht auf die 
Curve K der Pol der Geraden g und zugleich der Pol des Dreiecks B,B, B 
ist. Die drei Geraden aber. welche die Curven /,. >. /, in den Punkten 
B,,. B;, B, berühren. schneiden sich in dem Punkte P, welcher vom Punkte 
durch die Punkte M, N harmonisch getrennt und in Hinsicht auf die Curve A 
der Pol der Geraden p und des Dreiecks A,4A; A; 

Bewegen sich die sechs Punkte A, B in den sechs Curven «. 9 als 
homologe Punkte derselben, so drehen sich die neun Geraden AB um die 
neun Punkte ur. während die Geraden A,A;. A,A,. A,A, um die Punkte 
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U. U. U, und die Geraden B,B,. I: B,B, um die Punkte V,. I. I. 
sich drehen. Die Geraden PA,. PA,,. PA,,. OB,. OB,, OB,. welche die 
Curve K in noch sechs homologen Punkten Pi Curven @,, O2. &, Dis Pr P; 
schneiden. drehen sich um die Punkte, welche in Hinsicht auf diese Curven 
die Pole der Geraden MN sind. Fällt irgend einer der drei Punkte A in die 
Gerade p. so fallen alle drei in diese Gerade, die drei Punkte B aber in 
die (Gerade q, so dass alsdann die Curve K in den Inbegriff von zwei Geraden 
übergeht. 

Die Aufgabe: in eine gewebene Curve zweiter Ordnung, welche (11) 


dureh die vier Punkte zy, 2,9%, Yı, 9 geht. zwei Dreiecke A,A,A;. 


B,B,B, zu beschreiben, so dass die Geraden (3 BB); (BER B u.s. w. mil 


den gegebenen Geraden m,. m, u.s. w. zusammenfallen. lässt nach dem Obigen 


zwei Auflösungen zu. 


Krlaneen. 1862 








Ueber die Determinante, deren Elemente die Quadrate 
der sechszehn Verbindungslinien der Eckpunkte 
zweier beliebiger Tetraeder sind. 


(Von Herrn Siebeck zu Liegnitz.) 


1. 

D:: Product der Volumina zweier beliebiger Tetraeder P_ und 7] 
kann bekanntlich als rationale Funclion der Quadrate der sechszehn Ver- 
bindungslinien der Eckpunkte der beiden Tetraeder und zwar in Determi- 
nanlenform ausgedrückt werden. Sind nämlich E,E,E,E, und E,E,E,E, dis 
Ecken von P und // und bezeichnet man das Quadrat der Strecke E;E, durch 
e., so ist. wie bekannt. 

014 | 1| = 2388SE, EEE, EBRE,E,. 
1 eı & en Eu 
Bi Be 
l eı En C3 Cu 


1 & en 65 Eu 


Aus dieser Gleichung leitet man, indem man beide Tetraeder congruiren lässt. 
u. A. unmittelbar die Gleichung her, welche das Volumen eines Telraeders 
durch seine sechs Kanten ausdrückt. Der betreffenden Formel steht aber be- 
kanntlich eine andere von Ürelle (math. Aufs.). Joachimsthal (Bd. 40 d. J.). 
vr. Staudt (Bd. 47 d. J.) behandelte gegenüber, mittelst welcher das Produet Pr 
(wo r der Halbmesser der dem P umschriebenen Kugel) durch die sechs Kanten 
des Tetraeders ausgedrückt wird. Zu dieser letzteren Formel lässt sich aber. wie 
ich sogleich zeigen werde, ebenfalls eine allgemeinere finden, vermöge welcher. 
wenn o der Radius der dem /J umschriebenen Kugel ist. das Product Pr. /lo 
(in ähnlicher Weise, wie das Product PJ// in obiger Gleichung) durch eine 
aus den Quadraten jener sechszehn Linien gebildete Determinante und durch 
den Winkel. unter welchem sich die beiden Kugeln schneiden. in einfachster 
Weise ausgedrückt werden kann. Nennen wir nämlich diesen Winkel %. so 


behaupten wir, dass 











152 Siebeck, Anwendung einer Determinante auf die Raumgeometrie. 






Ei ep» e,| = I76Pr. IIo.cosg. 


e; 


u] 


er en 0 
(2.) - 


6 ea €; 63 








eı ea € 6y 


Nehmen wir, um dies zu beweisen, ein rechtwinkliges Coordinatensystem an 
und nennen z;, 9%; 3; die Coordinaten von E;: 5;,. n;, &; die Coordinaten 
von E;, seien endlich a, 5, e und «, 5, 7 die Coordinaten der Mittelpunkte € 
und /' der dem P und 77 umschriebenen Kugeln, so erhalten wir zunächst für 
das Quadrat der Gentralen C/' die Gleichung 


(3.)  (a-e)+{b—-P)-+(c—y) = r+0°’+?2rocosg. 
Ferner ist 
/ / EN, / ae = \2 
(4.) 5) -m)+(:—) = &u; 
9.) (a) +: —-b)+(3;—ec) = r, 
m N\ ’e 2 DD 4 Ze \2 2 
5%) (Kam Han? = 6 


Durch Addition von (3.) und (4.). ferner von (5.) und (5*.),. und nachherige 
Subtraction erhält man 
\ 


y)(&a—e)+rocosp = —te,. 





6.) (-e)(Sa)+ m; —-P)m—b)-+ (2; 
letztere Gleichung bildet das Schema für sechszehn Gleichungen. welche man 
erhält. wenn man den Indices allmählig sämmtliche Werthe von 1 bis 4 er- 
theilt. Aus diesen sechszehn Gleichungen ergiebt sich aber unter Benutzune 
des Multiplicationstheorems für Determinanten, die nachfolgende 





/ » .) 4 A | E 7 
leıı , len — 46,5 — leu -_ Ircosp A 0 Yı [2 23 —Yl 0 sıad Nm b Gıc 
= Sn d | £ Pr 
sen —Ien — 363 — 464 TCOSYP m—-4a pP 2—-Yo S—a m—b G—c 
2. 2. ir Er 
36; len —463 — 46, rCOSP 1,— y—ß 3-Yyo S—a 5—b G— € 
J | > Fi | 
de. ten de, —de,| |rcosp u—a y—-P 4-Ylo S-—a mb Sc 


Somit ist 





Tsleı en CH Eu En Im y all Ss m Slrocosg. 
eG en ey Ey) m Y2 % | 1 5 I: en 
eı 2 0@3 0% | 1. 2 Y 3%; | 1 5 3 C; | 
eu ER Eu 6a | 1 a » 1% m Gl 





Aus dieser Gleichung ergiebt sich aber ohne Weiteres die Gleichung (2.): 
und zwar erhalten wir aus der letzteren durch Benutzung von (1.) zugleich 


die nachfolgende 
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1 w 
ee 1 | 0 


2rocosp 





=! 


3 > > 
ezı ea e3 ey 


N | 
1 A ie 
| 
| 


Ey ee e, 3 E44 


Die Gleichung (2.) giebt zunächst folgenden bemerkenswerthen Satz: 
Drehen sich zwei Tetraeder auf beliebige Weise um die als unbeweglich ge- 


dachten Mittelpunkte der ihnen umschriebenen Kugeln, so behält die Determinante 


eı en CC) 
eı en ee Ey| 
Eı 2 3 Cu 
ey en Ce; e4! 
beständig denselben Werth. 
Lassen wir ferner beide Tetraeder congruiren. indem wir e, = e,,. 
e; 0. cosp = —1 setzen, so erhallen wir aus (2.) die schon oben erwähnte 
bekannte Gleichung 
0 en en eu = - 576P’r', 
en Ö e3 04 
en 3, 0 O3; 


es 8 6, OÖ 
in welcher sich bekanntlich die Determinanle in vier Facloren zerleeen lässl. 
Ebenso giebt auch die Formel (7.) einen Ausdruck für den Radius der dem 


P umschriebenen Kugel. 


Setzen wir in (2.) cospg=-+1. so erhalten wir die Bedingungsgleichung 
für die äussere Berührung, selzen wir cosyp = —I. die für die innere Berüh- 


rung der beiden Kugeln. Durch Verbindung von (2.) mil (8.) erhält man so 
eine Bedingungsgleichung, welche sämmtliche acht und zwanzig Verbindungs- 
linien der acht Punkte E,E,E,E,. E,E;E,E, enthält. Bezeichnen wir nämlich 
durch ©;, das Quadrat von E;E,, und durch O;. das Quadrat von E,E,. so 


heisst diese Gleichung 
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eı en € eu -10 On Öi3 Öa 0 Ön Ö, Oi V. 
g\ eG en 63 eu ‚On Ö O3 On) ö, 0 On ( 4 
» aa ui et ae u 
Kar ep 03 eu 104 O2; { 34 0 | öl O4 O3 0 
Lassen wir in (2.) E, mit E,. &, mit E,. E, mit E,. nicht aber E. 
mil E, zusammenfallen und selzen cosy = —1, so erhalten wir in Verbindung 


Y 
+ 


mil /S.) eine Bedingungsgleichung dafür, dass die fünf Punkte E,E,E,E,E, 
auf der Oberfläche einer Kugel liegen. Diese Gleichung enthält nur die zehn 
\erbindungslinien jener fünf Punkte und muss daher mit der von Cayley für 
diesen Fall gefundenen Bedingungsgeleichung dem Wesen nach übereinstimmen. 


obwohl sie der äusseren Form nach von ihr verschieden ist. 


BaE. 

Als der bemerkenswertheste unter den besonderen Fällen, welche die 
Gleichung (2.) umfasst, erscheint derjenige, in welchem 9=!47. Wir erhalten 
dann den Satz: Sind die beiden den Tetraedern P und TI umschriebenen Kugeln 
orthogonal, so ist die Determinante 

Cı en en : 0; 

eı Een 05 Cu 

6 ea 6 Ca 

Cu en 03 eu 
und umgekehrt: öst diese Determinante = VÖ, so sind die beiden Kugeln ortho- 
gonal. Das letztere folgt daraus. dass in dem Produet Pr.To.cosp einer 
der beiden Factoren Pr und //o nur dann gleich Null sein kann, wenn die 
Ecken des betreffenden Tetraeders in einem Kreise liegen, (denn liegen die 
vier Ecken in einer Ebene und nicht in einem Kreise. so ist zwar das be- 
treflende Tetraeder gleich Null, dagegen der Radius der Kugel unendlich gross. 
das Product Pr aber hat dann immer noch einen endlichen Werth). Liegen 
aber die vier Ecken in einem Kreise, so lässt sich durch letzteren doch stets 
eine Kugel legen, welche der anderen orthogonal ist. 

Bezeichnen wir nun den Coeflicienten von e;, in der Entwickelung der 
Determinante |eı €» eu Cu] durch &;, so ist beispielsweise 

eG en 63 6 


e3ı ea 63 ey 





eu ep Cu Cu 
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€2 16 ©; Ce; 


Ey} e; ; sr | 
folglich mit Berücksichtigung von (6.) (wenn man dort cosy = O selzt) und 


mit Anwendung des Multiplicalionsgeselzes für Delerminanten 


.) I Ay - er » : ’ . Pr * 

len 20 Yy—P 27510 Nm—b Sc lo Py\lab«e 
IL; 144 Y; 3 23 Y Sz—a N3 b En C ) Lo Y: HN | I 1 5 

.’ = Yang , .. 

0 y—-P Ya —a mb a—c ıi23 9% 3115 %%& 


ia. ulm 


Demnach ist 
en = 2881 'E. E,E,.CE\E,E, — 288T’E, E, E,.CE,E,E, 


Eben solehe Ausdrücke erhält man für die übrieen e und zwar isl 
&ı = 2SSTE: E;E, CHE,E,. —&, = 388SE, T E,E,.CE,E,E.. 
\ -£ =RSSCE,E;E,.E,CE,E,. —e. = 288E, TE,E,.E,CE;E.. 


10. | ele. ele. 
2SSI’E. E,E,. 5 &,CHE. —&; RSSE, ZT E,E,.E,E,CE.. 


24 = ®SST E:,E,E,.E,E,E,C, —e, = 288E, TE,E,.E,E;E,C 
übereinstimmend mit dem bekannten Satze. wonach. wenn die Determinante 
verschwindet. sein muss 

En:ipiäg:ka > Eyikni nik = elc. 

Vorstehendes kann als Grundlage für die Untersuchung desjenigen 
Coordinatensystems dienen. in welchem. wenn z,. 25. .2,. x, die Quadrale 
der Entfernungen eines beliebigen Punktes E im Raume von den vier festen 
Punkten E,. E,. E,. E, sind. die Gleichung einer beliebigen Fläche dureh 
eine homogene Function der .w ausgedrückt wird. Nach einem bekannten Salze 
(von Bodenmiller, bewiesen u. A. von Möbius, Schlömileh und Chasles) gieb! 
es in einer Ebene immer zwei (reelle oder imaginäre) Punkte von der Be- 
schaffenheit. dass ihre Entfernungen von drei festen Punkten derselben Ebene 
sich wie drei beliebige gegebene Zahlen verhalten. und zwar liegen diese 


—_ 


beiden Punkte mit dem Mittelpunkte des durch jene drei festen Punkte gehen- 
den Kreises in gerader Linie und der eine derselben ist der Pol des anderen 
(im Plückerschen Sinne). Ein entsprechender Satz gilt auch für den Raum. 
nämlich für vier feste Punkte E,. E,. E,. E, und die durch sie gelegte 


Kugel. und es würden sonach bestimmten Werthen von x, . 2. 2,. x, nach obiger 


Coordinatenbestimmune im Allgemeinen immer zwei Punkte. ein ausserhalb 
u” 
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und ein innerhalb liegender, entsprechen, von denen der eine aus dem anderen 
immer leicht bestimmt werden kann. 
Dies vorausgeschickt, so folgt aus dem Obigen. dass durch eine ho- 


mogene Gleichung des ersten Grades, elwa 


A, + Am + A; + A, 2, 0 


- - J I 


in obigem Coordinatensystem eine Kugel vorgestellt wird. welche der durch 
E,E,E,E, gehenden Kugel orthogonal ist. Aus den oben für die & gefundenen 
Vi erthen folet nun. dass die Conslanten A,. A,. A,. A, in demselben Verhältnisse 
E,, TE,kE,E, [E,E,E.. !'E,E,E, und 


somit diese Constanten weiter nichts sind. als die Coordinaten des Mittel- 


stehen. wie die Tetraeder /E,E, 
punktes der orthogonalen Kugel nach dem gewöhnlichen Coordinatensvstem. 
Kine allgemeine Untersuchung, insbesondere derjenigen Oberflächen. welche 
nach diesem Coordinatensystem durch eine homogene Funelion zweiten 
Grades vorgestellt werden, dürfte um so interessanlere Resultate versprechen. 
als aus dem Obigen hervorgehl. dass. wenn wir auch hier den Dualismus in 
betrelf der Oberflächen zweiter Ordnung und zweiter Klasse zur Geltung 
bringen. die Oberflächen zweiter Klasse nach unserm Coordinatensystem mil 
den Oberflächen zweiter Ordnung nach dem gewöhnlichen System überein- 
stimmen würden. 

Schliesslich bleibe nicht unerwähnt, dass, wenn wir E, zum Mittelpunk! 
der durch E&,E,;E,E, gehenden Kugel machen, so dass also die durch E\,E,E;E, 
vehende der anderen orthogonale Kugel in die Ebene eines grössten Kreises 


ausartet. die Bedingungsgleichung 


en en eu eu| = OÖ 
Cıı En 63 6% 


- 


e3ı ea 03 6% 








ec En €5 € 
in folgende 

1 ec e&2 e&5| = 0 
Eu a du 


a 


3; € 633 





1 ec en 6% 


übergeht. Letzteres ist also die Bedingung dafür, dass die Punkte E,E;E, ın 


der Ebene eines grössten Kreises der durch &,%&,E,E, gelegten Kugel liegen. 
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iv. 

Aus der Gleichung (2.) lassen sich auch interessante Relationen. welche 
das Produet der sinus zweier Raumwinkel und die ihnen umschriebenen nor- 
malen Kegel betreffen. ableiten. Um auch hier wieder das Hauptresultal 
voranstellen zu können. wollen wir durch E,E,E, und E,E,E, die beiden 
dreiseitigen Ecken bezeichnen. deren Kanten einen beliebigen Punkt 0 des 
Raumes mit E,E:E,. E,E,E, verbinden: ferner werde der Winkel E:OE, dureh 
e;, bezeichnet, und durch r’ und 0’ die Winkel. welche die Achsen der jenen 
beiden Ecken umschriebenen geraden Kegel mit den Seiten der letzteren 
bilden. Wir behaupten dann, dass analog der Gleichung (2. 

1 | | EB 3 sin E, E, E,tangr'. sin E, E; E, tane 0’. cos w. 
14 COSL,,  COSe»  COSE, 

1 cos%, COS, COS} 

1 cost, Cost, COS, 

wo w der Winkel ist. unter welchem sich die beiden Kegel schneiden 

Lassen wir nämlich in der Gleichung (2.) die Punkte E, und E, mil 
0 zusammenfallen und sei 0 der Mittelpunkt einer Kugel. deren Radius l 
und auf deren Fläche sich die Punkte E, E, E,E, E, E, befinden. so verwandel! 
sich die auf der linken Seite der Gleichung (2.) stehende Determinante. wenn 
man in derselben die letzte Horizontal- und Verticalreihe zur ersten Horizonlal- 
und Verticalreihe macht, in 
0 | 1 | | 


> | 





I Asin’de, Asin’de, Asin’te,;| 

| . ) . > . ) |» 
1 4sin’de, Asin’ie„ Asin’ie,, 
I 4sin’ie, Asin’ie, Asin’le,,| 


welche durch eine leichte Reduetion auf die Form 
4.10 1 | | 
1 cost, COSe» LOSE 


1 cOos&, COS» COS; 








|1 cose COS. COSP, 


gebracht wird. Die Gleichung (2.) hat somit schon folgende Form angenommen: 








0 1 1 I | = 144Pr. IIo.cosy. 
49 1 cost, COSen COSL, 
1 cost, COSt» COSP, 

1 coSse, COSe» COSL,! 
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und es bleibt nur noch übrie. den auf der rechten Seite stehenden Ausdruck 
umzuformen. Denke man sich daher durch OE,E;E, und OE,E,E, normale 


kegel mit der Spitze 0 gelegt, und bezeichne die Winkel, welche die Achsen 
OB und OB derselben mit den Seiten bilden, durch r’ und o': sei ferner OF 
eine der beiden Durchschnittslinien der Kegel. so ist zunächst, da die Mittel- 


Y 


punkte © und /" der beiden durch OE,E;E, und OE, E,E, gehenden Kugeln 


in JB und OB liegen, der Winkel CO7'—=180"’— , und folglich 

14.)  —eosp = cosr'coso’— sinr’ sin o’ cos. 
Verbindet man nun C und 7’ mit der Mitte M von OF. so sind COM und 
/OM rechtwinklige Dreiecke, und es ist somit, da CO = r, PO = 0, OM-— & ist, 


2 
i | 
DD ==» 


s 2cosr’ » Des 0’ 








Aus (14.) und (15.) folgt somit, dass 

(16. Irocosy -1-tangr'. tane 0’ cos ur. 
Ausserdem aber ist P/T = 36sin E, E, E,sinE,E,E,. welche Gleichung mit (16. 
und 13.) zusammengestellt, die Gleichung (12.) giebt. 

Die letztere wäre somit bewiesen. und es lässt sich auch aus ihr. 
serade so wie (7.) aus (2.). eine Gleichung herleiten. in welcher die Sinus 
der Raumwinkel nicht mehr vorkommen. Nach ». Staudt ist nämlich 

|C0S0,, €COSCR CoSse;,| = smE, BE, E;.sinE, E;E;. 
COS, COSCH  COSEh, 
COSP,  COSLy» COSLz | 


Dies in Verbindung mit (12.) giebt 


'1—tangr’'tang o’cosv' | | ii IR 
e | COSL,, COSC. LOSE, 
| COSC,, COS,  COSB, 
| 1 COSCz; COSCH» COS, | 


Wir leiten schliesslich aus (12.) und (17.) folgende Resultate her: 


I) Lässt man die beiden Raumwinkel congruiren. so erhält man 


aus (17.) 
| en 
en en 
IS. 104 I COSen  COSE, | 
1 COS 82 | COS 05; | 


1 COSe,, COSC,, 1 
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und aus (12. 


l 1 | | - — sin’E,E; E,.tane*r' 
19) | | COSPa  COSE,| 
| EOS Pia | COS eo; | 
| 
l cose; CO0Sß, | 


2) Bezeichnen wir durch d,, und d, die Winkel E;OE, und E,OE,. 
so erhalten wir aus (12.) in Verbindung mit (19.) die der (9.) entsprechende 


Bedineungsgleichung für die Berührung der beiden Kegel 





1 | | I %-11 | | I 1 | | | 0 
0 l COSE,, COSE2 COSL, | | COSD;, cosd,; 1 | COSdD,, COSD,, 
r COS&, COSC COSC., 1 cosd,. 1 cosd,, 1 cosd,; | Ccosd,, 

1 cose;,,; C0SCy COS C,,| Il cosd,, cosd., 1 F COSd,, COsd. | 


3) Die beiden Kegel schneiden sich rechtwinklig. wenn 
1 | | ij 0. 
1 cost, COSe, COSP;| 
1 cos%, COS» COS, 
'1 cose, COS» COS | 
Insbesondere liegen die Geraden OE, und OE, mit der Achse des durch OE,. 
OE,. VE, sehenden Kegels in einer Ebene. wenn 
I1 cose,, CoSse.| 0. 

(22.) ‚1 cos, COSea: 

l c0sß, COS, 

Indem ich diese Betrachtungen schliesse. bemerke ich noch. dass ich. um 


nicht durch Weitschweifigkeit zu ermüden, die analogen Betrachtungen für die 


Ebene unterlassen habe. 
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Ueber die Oberflächen, für welche einer der beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser eine Funetion des 
anderen ist. 


(Von Herrn J. Weingarten.) 


D:. Aufgabe, die endlichen Gleichungen der Flächen zu bestimmen. 
deren Hauptkrümmungshalbmesser 0 und 0’ in jedem Punkte der Bedingung 
e = Alp) 
senügen. kann mit einer anderen in Verbindung gebracht werden. welche sich 
auf die Transformation des Linienelemenies einer Kugel in die Form: 

/Edp + $(E)dg 
bezieht. Zu dieser Behandlungsweise führt die Untersuchung der Abbildune 





der in Rede stehenden Flächen auf eine Kugel vom Radius Eins, wenn diese 
Abbildung in dem von Gauss in den: „Disquisitiones generales circa superlicies 
eurvas angegebenen Sinn verstanden wird. In der That zeigt sich hierbei. 
dass dem System der Krümmungslinien einer individuellen Fläche der be- 
Irachteten Gattung aul der Kugel ein Curvensystem entspricht. durch dessen 
Parameter das Linienelement derselben die angegebene Form erhält; und dass 
die Kenntniss dieses Curvensystems zur Darstellung der Gleichung der ent- 
sprechenden Fläche vollständig ausreichend ist. 


1. 

Da die nachfolgenden Untersuchungen ihren Ausgangspunkt in einigen 
von (rauss in den disqq. gen. aufgesteliten Gleichungen haben, so mögen zu- 
nächst die dort angenommenen und im Folgenden beibehaltenen Bezeichnungen 
vorangeschickt werden. Es sind dies. falls X, Y, Z die Coordinalten eines 
unbestimmten Punktes einer krummen Fläche angeben, welche durch die Werthe 


zweier unabhängiger Variabeln p und q bestimmt sind, die folgenden: 











ERBE... ei he-., 
4 'p ( q Op 04 op» op op 

Er et, Wert. 
cp oq ( pP og cpoq vopoL cpoq 

ee Me 


op og op og U: og og‘ le og 





Bu ia I ei 
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F X , or 92° 
w ui: a. © z I Er ‚var 1 2 > a 
op | op Zr ; 
F oX 0X 0oY oY , 0Z 02 
u u F + ar 7 T u Sry P - 
op og op og } op og 
Se ; 
( er a > n ‘ j} T | 4 ) u; - 
oq og oq 
” 2 ' oE oG 
A=EG-F, mM=4—-, n"=ı7T. 
Pr oq x op 


Aus ihnen folgen die Beziehungen: (1. c. art. Xl) 


| , BR; TG, iu EE : ' ; ‚2 
| AD = me I - 7 (W"F-mG)+ — (mM F—-nE)\. 
J ) ( 7 
a Me MI Te 
1.) <BD' = 3008 I- = (WF—-m'G )- (mF—wE). 
\ 7 ) 7 ’ oq ; 
07 u; - oZ EN Kain 
Fa —— I le f- + —— (a F--„E) 
opoqg op “ og 


Wir machen von diesen Gleichungen eine Anwendung auf den Fall, 
dass X. Y. Z die Coordinaten eines Punktes einer Kugel vom Radius Eins 
bezeichnen. und daher der Gleichung 

X + Y-Z —- 1 
venügen. Unter dieser Voraussetzung gelten, wie man ohne Schwierigkeit 
erkennt. die Relationen: 
x A B E 


} -. 2 
D=--E Y4. D' Fi} Sl. DD" (7 | A. 


"ya? v4 v4’ 
in Folge deren die Gleichungen (1.) in die folgenden übergehen: 





x r o’X i oX v In : oX yı yın 
— FAX = —— 4A+—— (n"F-m6G)- mF—-nE), 
' cpcoqg op i ogq N 
" . co} oY ‚ y In oJ} ta Y 
9 '— FA) un A n" F—-m'G)- mF—-nE). 
\ 2 \ opcoq op ( 4 
* di 017 07 . y oZ h - . 
5 SIE nn Ar EURE I FE 
\ opoq op R og 


Sind die Coordinaten X, Y, Z eines Punktes der betrachteten kugel in der 
Weise durch die Variabeln p und q bestimmt, dass das Quadral des Linien- 


elementes 


dX’+dY’+dZ’ 


die Form 


Edp-+P(E)dg 
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annimmt, für welche aus leicht ersichtlichen Gründen die gleichgeltende 
dp’. dg 
k“ u‘ O% ) 
gesetzt werden wird. so verwandeln sich die Gleichungen (2.). wegen 
a D ; . 
E= TE ’r=04 BB TI 
In: 
2 i 
ER U— ax wer: Au 
0 Ba. DR... RR ER. _Kk_0X 11 _ IM 0A 
kKOCK) opcq "Okk) og op .,e op og” 
co u 3 
Ä n2y O7 Om 
0 w_ << Ze .: 1 u BE er. -. 4 OR) K r 
kK’OK)" Opcoq "0 og op Fk op og ’ 
4 A 
u er en Oh) ©Z 
koch? Opdg "0 Sa op TR op © 
Diesem Gleichungssystem kann man die folgende Gestalt geben: 
oX 
00 N Pound © ur — k0'(k) I 
nn RERERTRTEE 
| og op i 
coY oY 
au: Oh) I STOLD — ko 
3) 98, BLOCH — koch] 
| og 73 ” 
IZ 
© 0 (k) ne ” co[$Ck) - -k0'(k)) I: 
FEDER... RT ERB og 
og op 
Hiernach sind die Integrale 
’pIf N oX 
\ Er / +[6(k) — k6'(k)] 
f \ "P,4 E ' 
Birne .f DOE " (k)— k6 Or un, 
"Pp:4 
= [om ap +10) 10m] ag] 





durch die gewählten Endwerthe p, q 


und 


der Integrationen Pe bestimmt, 


genügen den partiellen Differentialgleichungen: 


orX OX or ‚oOX 
— —=0—, — 0 -—, 
op op og og 
(B\ ' oy cY oy ‚,oY 
I, \-—- =0-——, - =0 <, 
op op og og. 
03 oZ 03 ‚O2 
-——- =0 — -— =0 —., 
op op ogq og ; 
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in denen: 

o-= oh). 

(eo = O(k)—k0'(k). 

Betrachtet man x, y, 3 als die durch die Werthe von » und g bestimmten Coor- 

dinaten eines Punkies einer krummen Fläche S, so zeiet die Gleichung 

X’-+-Y’+Z | 

und die mit ihrer Hülfe aus den Gleichungen /5.) hervorgehende 
Ade-+Ydy-+Zdz = VQ. 

das X. Y, Z die Cosinus der Winkel bestimmen. welche die im Punkte 

(z,y, 3) der Fläche S errichtete Normale mit den Axen bildet. Die Gleichun- 

gen (9.) selbst aber lehren, dass » und g mit den Parametern der Krümmungs- 

linien dieser Fläche, o und 0’ mit den beiden Hauptkrümmungshalbmessern im 

Punkte (x, y. 3) identisch sind. Diese Hauptkrümmungshalbmesser sind dureh 

die Gleichung. welche sich durch Elimination von % aus den Gleichungen (6.) 

ergiebt,. mit einander verbunden, eine Gleichung. welche durch eine passende 

Bestimmung der Function 9(A) zu jeder beliebigen gemacht werden kann. 

Die Integration der partiellen Differentialgleichung 


e = 4p 


UN 7 


hängt daher ab von der Transformation des Quadrates des Linienelementes 


hi 


einer Kugel vom Radius Eins in die Form: 
dp , dq 
Er ' ech) 
Was die beiden Schaalen der Flächen der Krümmungsmittelpunkte der durch 
die Gleichungen (4.) definirten Flächen betrifft, welche. wie im 59" Bande 
pag. 390 dieses Journals nachgewiesen worden ist, abgeschlossene Klassen 
auf einander abwickelbarer Flächen bilden. so sind die Coordinaten eines 


Punktes ($,n,{) der dem Krümmungsradius 9(#) entsprechenden Schaale, wie 


aus den Gleichungen (4.) ohne Weiteres hervorgeht. durch die Gleichungen 
Bi «= oX ,\ 
= — Hk + k— dag). 
\ Son (Xak4-ı = 


WW 


u 


— — Se (h(Yak+k oda). 


bestimmt, und ergiebt sich hieraus das Quadrat des Linienelemenles: 
d?+d+d = 0 (kY’dAR+Mdg', 


»“ 
* | ri 


.- 
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eine Formel. welche bis auf die veränderte Bezeichnung mit der betreffenden 
der eben eitirten Abhandlung identisch ist. 

Eine ganz analoge Darstellung ergiebt sich für die zweite, dem Haupt- 
krümmungsradius #(k)— k6'(k) entsprechende Schaale der Flächen der Krüm- 
mungsmittelpunkte der durch die Gleichungen (4.) dargestellten Oberflächen. 


) 


Die allgemeine Bestimmung der Variabeln p und q, welche geeigne! 
sind. dem Quadrate des Linienelementes einer Kugel vom Radius Eins die 
im vorigen Paragraphen angegebene Form zu ertheilen, ist. wenn wir nicht 
irren, bisher nur für zwei besondere Fälle dieser Form gegeben worden. 


« . . . So x . . k & 
Es ereeben sich diese beiden Fälle dureh Substitution von k+a und —- für 


i > 
dk). Für die erste dieser Annahmen wird die Form des Quadrates des 
Linienelementes: 

) dp‘ 
dgq + ——. 
ErTT 


welche Form man, wie bekannt, für jede Fläche durch Einführung der Bogen- 
länge einer willkürlichen auf derselben gezeichneten Curve und der von den 
Punkten dieser Curve an gezählten, senkrecht zu ihr stehenden geodälischen 
Linien als Variable erreichen kann: eine Bestimmung, die für die Kugel leicht 
durchzuführen ist. Die für diesen Fall durch die Gleichungen (4.) bestimmte 


Flächenklasse ist alsdann die der Bedingung 


! 


Pe = 4 
voenüeende der Canalflächen. 
Für die Substitution #(k) = 44° wird das Quadrat des Linienelementes: 
1 ‚22 2 
hr \ dp ' dq /’9 


welche Form für die Abbildung einer Kugel auf eine Ebene in der Art. 
dass die kleinsten Theile ähnlich bleiben, gefordert wird. Die sogenannte 
alleemeine Lösung dieser Aufgabe ist vollständige bekannt. Die in diesem 
Falle dureh die Gleiehungen (4.) bestimmte Flächenfamilie ist die dureh die 
Bedingung 
o+0 = 0 

veoehbene Classe der Flächen kleinster Oberfläche, deren Gleichungen, ver- 
möge der angedeuteten Herleitung in eleganter Gestalt, durch die Parameter 
der Krümmungslinien ausgedrückt, erhalten werden. Einer jeden bestimmten 


Abbildungsart der Punkte einer Kugel auf eine Ebene in der Weise, dass 


& 
B 70 





Weingarten, zur Theorie der Oberflächen. 165 


die kleinsten Theile einander ähnlich bleiben. entspricht hiernach eine be- 
stimmte der Flächen kleinster Oberfläche, und umgekehrt. 

Die Gleichungen (7.) bestimmen für den eben betrachteten Fall die 
auf die Rotationslläche der Evolute einer Kettenlinie aufwickelbaren Flächen. 

Die beiden eben genannten der Flächenfamilien,. bei denen in jedem 
Punkte der eine Hauptkrümmungsradius durch den andern bestimmt ist. 
denen die beiden bekannten Transformalionen des Quadrates des Linienele- 
mentes einer Kugel entsprechen, sind, wenn man von ihren Parallelen ab- 
sieht. die mit ihnen zugleich bestimmt sind, in der That die einzieen. für 


welche bisher die Aufstellung der endlichen Gleichungen gegeben ist. 
3. 
Es verdient ein dritter Fall bemerkt zu werden, in welchem sich. und 


zwar für jede Fläche, die Variabeln p und q in aller Allgemeinheit bestimmen 


lassen. die die Transformation des Quadrates des Linienelementes in die Form 


dp‘ dq’ 
703% 
herbeiführen, in welcher 0° (k) = yI—%‘, also 


6(k) = Alaresink+kyl —R}). 
Dieser Fail tritt auf, wenn man die Lage eines Punktes einer krummen Fläche 
durch seine eeodätischen Abstände von zwei willkürlich auf derselben ve- 
zeichneten Curven bestimmt. Die dieser Bestimmung entsprechende Form des 
Quadrates des Linienelementes ergiebt sich leicht aus folgender Betrachtung. 
Es sei s die Bogenlänge der einen, auf der Fläche willkürlich gezeichneten 
Curve. von einem beliebigen ihrer Punkte an gemessen, und « die Länge 
einer vom Endpunkte von s stels nach derselben Seile posiliv gemessenen, 
senkrecht gegen die Curve gerichteten geodälischen Linie. Jedem Werthen- 
paare des durch die Quanlitäten «x, s gebildeten Grössengebietes entspricht als- 
dann ein bestimmter Punkt P der krummen Fläche. Man kann dieses Gebiet 
in eine Anzahl anderer der Art zertheilen, dass allen in einem bestimmten 
derselben enthaltenen Werthenpaaren verschiedene Punkte P entsprechen. Als- 
dann sind für jeden Punkt P/ die Grössen « und s eindeulig bestimmt. wenn 
man die Grenzen des Gebietes angiebt. innerhalb dessen deren Werthe fallen 
sollen. Das Quadrat do’ des Linienelementes hat für die Variabeln = und s. 


wie bekannt, die Form: 


8.) do — du’+mds’. 
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Ebenso ist 
9.) de = de’ -+ndf, 
wenn © und # die Bedeutung von x und s in Beziehung auf die zweite. auf 
der betrachteten Fläche willkürlich gezeichnete Curve haben. Da einem 
bestimmten Werthenpaare #, s ein bestimmtes e, t entspricht. so sind s und { 
mit # und © bestimmt, und die Einführung der letzteren als unabhängige 
Variable ergiebt für das Quadrat des Linienelementes: 
ds = Ed" -+2Fdnde -Gdv. 
Diese homogene Funclion der Grössen da und de muss, wie die Gleichungen 
S.) und (9.) zeigen, durch Subtraction der Quadrate dw oder dr’ resp. in 
die Quadrate der in da und d» linearen Ausdrücke 
Ym.ds 
Yn.dt 
übergehen, welche Eigenschaft zwischen den Grössen E, F, @ die Relationen 
(E-1)G=(G-1)E=F 
erfordert. Hiernach ist 
do’ = E(d# +de’)+2 yE(E—1)dude 
oder, wenn man einen Winkel ® durch die Bedingung 


. 1 
RER 


sin’w 
bestimmt. 





du’-+-dv’- 2coswdudv 
do’ = res non in 
sın 
Führt man als neue Variable die halbe Summe p und die halbe Differenz q 
der Grössen a und ® ein, so ergiebt sich schliesslich: 


do? an ' dg di Ä ag’ | 
sın 40 cos Iw ne 9 
wo | 
k = sindo, 0(k)= y1l-—# 
gesetzt worden. W. z. b. w. 
Diese Form des Quadrates des Linienelementes zeigt. dass auf jeder 
Fläche diejenigen Linien, für welche die Summe der geodätischen Ab- 
stände von zwei willkürlich auf ihr gezeichneten Curven constant ist, 
von denen senkrecht geschnitten wird, für welche die Differenz dieser 
Abstände denselben Werth beibehält. 
Substituirt man für die willkürlichen Curven zwei Punkte, so gelangt 


man zu einer Verallgemeinerung der bekannten Eigenschaft eines Systems 





Do 


Weingarten, zur Theorie der Oberflächen. 167 


confocaler Ellipsen und Hyperbeln. eine Verallgemeinerung. welche man Herrn 
Betti verdankt. (Tortolini Annalen Bd. II, Salla teorica generale delle 
superficie curce) ”s 

1. 

Für die Darstellung der neuen Flächenklasse, die sich aus der An- 
wendung der eben angedeuteten Transformalion auf eine Kugel ereiebl. wird 
es unsere nächste Aufgabe sein, die Bestimmung eines Punktes (X, Y,Z) einer 
Kugel vom Radius Eins durch die Variabeln p und g anzugeben. Für diesen 
Zweck sind zunächst die Coordinaten X, Y, Z sowohl dureh die Variabeln « 
und s als auch durch e und ! auszudrücken. 


“- 


Bezeichnen S, 7, © die Coordinaten eines beliebigen Punktes der ersten 
auf der Kugel willkürlich gezeichneten Curve, bestimmt als Funetionen von s, 
),, u, v diejenigen eines beliebigen Punktes der zweiten Curve, bestimmt dureh 


{, so erfüllen diese Grössen die folgenden Gleichungen: 


&? | „ | £? 1. 
“+u.+r =1, 
= | 
daten nm 
da de" dv n 
wrz 


und die Darstellung der Punkte (X, Y, Z). welche in dem gemeinschaftlichen 
Bereich des Gebietes (a, s) und desjenigen von (e,t, enthalten sind. geschieht, 
wie man leicht verifieirt, durch die Gleichungen: 

pr — asina + Scosua = asine + Acose, 


(10.) 'Y = bsina + ncosu = sine + ucosp, 


‚Z= esina+[cosua = ysine-+vcosv, 
in denen: 


di u dv du 
EN NT 
= ds dt dt 
Du ; An 0% .dz u du 2 dh 
U ey dt dt 


*) In der Note des Herrn Betti ist, ich weiss nicht durch welchen Umstand, 
das (Quadrat des Linienelementes für die betreffenden Variabeln durchgängig als 
identisch mit 


du’-+- de +2Fdudv 
angegeben worden, ein Irrthum, der auf die Resultate keinen Einfluss hat. 
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Aus diesen Gleichungen bestimmen sich X, Y, Z durch s und # in folgender Form: 


dn dv di du 








_ ds di ds di 
ol siny .° 

RBB. MDR. 98... 

(11.) ( yv. ds dt ds de 
in siny 


dE du dn di 


ds d d d 
a 
sın w 





- 


Sa = dE dA dn du di dv 
"tu a u 


während zur Bestimmung von » und ® durch s und £ sich die Gleichungen 
9, |eosu—XE4+Y74+ZL,  sinu— Xa+ Yb +Ze, 
(12.) - j —- 

(cose = AA +Yu+Zr, sne=AÄa+YP+Zy 


ergeben. von denen die beiden rechts stehenden unter Benutzung der Werthe 


von a, b,e,ca,/P,y und X, Y, Z mit Hülfe einer bekannten Transformation in 











„da du „dv 
— 1. 1 —— — ee 
| a a 
> — ——— 
419 sın 
(19. ’ N 
) de£ dn dL 
1 —- } u - v _ 
” ds ds ds 
ine = —- — 
\ sin 


umgeselzt werden können. 
Endlich sind die Variabeln p und g durch die Gleichungen 
. Ben 
u 
als Funetionen von s und ? gegeben. 
Zur Bildung des Quadrates des Linienelementes 
dX’-+-dY’+d7Z 
durch du und dv bestimmen wir die Grössen dX, dY, dZ aus den linearen 
Gleichungen 
-sinadu = SdX-+ndY-+{QdZ, 
—sinede = AdX+ udY+rvdZ, 
0 = AdX+YdY-+ZdZ, 
welche sich durch Differentiation der Gleichungen (12.) und der folgenden: 
X’+Y’+Z = 1 








» 
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ergeben. Aus ihrer Auflösung folgt: 














di IE 
 M ' er - dv 
( (IS 
EEE ER 
sın y 
| d l 
J =. du - Bus: | dı 
14 ) dY u dt ds 
sın ıb 
dv d£ 
7 du - ”z - de 
( ds 
di = — — BAER 
sın ıy 


wovon man sich leicht durch Substitution und Berücksichtigung der Gleichungen 


13.) überzeugt. Hiernach wird: 


AX’-+dY?-dZ — du’ de + 2coswdudr 


sin’ ap 





und folglich. wenn man die Variabeln p und g einführt und 


i ıW 4- sın W ern 
sindw = k, — = 0(k 


4 





setzt: 
dp“ dgq 


® To 
Die Gleichungen (4.),. welche mit Hülfe der Werthe von k und #(k) die Form 


dX"-+-dY°’+dZ 








u ji: Aa oX 
\" = Y/ (+ sin v)dX— 2 sin u dq|. 
48 i u 
(15.) j — ı/ (+ sin w)dY—2sinw-— : dq]. 
’ 4124 "= 0% IZ 
;= Y/ (sin w)dZ — 2 sin — dq 
“ cq — 


annehmen. stellen hiernach die Flächenklasse dar. deren Hauptkrümmungs-- 
radien o und oe’ in jedem Punkte durch die Gleichungen 


Y-4-sın 





16 ee 
ER) rn sın w 
Be 4 r 


verbunden sind, aus denen sich durch Elimination von w 
(16°) 2(e—o') = sin2(o-+e') 
ergiebt. 
Es bleibt schliesslich noch übrig, in den Gleichungen (15.) die Quan- 
oX 0Y/ 02 


by) 





titäten dgq, durch s, t, ds, dt darzustellen, da eine explicite 


og’ cq 


og 
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Darstellung von vw, A, Y, Z durch p und q nur in besonderen Fällen zu 
ermöglichen ist. Bei der Einführung von « und © statt p und g. welche 
diesem Zwecke zunächst geschehen wird. ist 





oX oaX 0X o0Y oY oFY oZ oZ 02 














og ou 80’ og ou oe’ og ou 00 
2dg = du— de | 
zu selzen,. wo die aul « und © bezüglichen Differentialquotienten aus den 
Gleichungen (14.) entnommen werden können. Zur Darstellung von du, dr 
durch ds und dt addire man die Gleichungen (14.), nachdem man sie der 














’ A d dc ade 
Reike u aa > multiplieirt hat, wodurch man 
ds ds ds 
cos wdu —+ dv 
mds = — — 
sın Ur 
erhält. wenn der Kürze wegen 
h oX de oY dn oZ di (X de Y. d’ NY WEN 
Mm = — — -— 7 — De r sr 
os ds  ©s ds | ©s ds ds‘ ds? “ds? / 
gesetzt wird. Auf ähnliche Weise erhält man: 
du —- cost de 
nd He nuci un 
sın 
wo 
oX dA cY du , oZ dv in EZ | ydu | d’v 
= un mn nn er er me -Y— + Z —)- 
a a a di ot dt Ze F 


Es ergeben sich daher für da und de die Wehe 


— mdscosy—n dt 
du = — en 


mds — ndtcos w 





sın y 


Wit ihrer Hülfe erhält man nunmehr durch eine einfache Rechnune: 


| y_da di ‚ de 
A ven (e +09, )mds+ (e ze -)n« dt. 
me pe | du du dn } 
EB Rn MR 5 . ZB; / 
Y ı/ en (ei ds d dt arm ds+(e7; d ds )n al; 


dv dv 7 «+ ! 
3 — _—_-. f Lo) Penn. A 
a /a sin av /(e$ ds rc dt -)mds-} (6 dt ds )n dt, ? 


E = W— SINWCOSW, d = sin w— weosw. 








Diese ziemlich complieirten Gleichungen enthalten die vollständige Integration 
der durch die Gleichung 


2(0—e') = sin2(o+_) 


/ 
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vegebenen partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung. deren Form von 
einem direeten Integrationsversuche abschrecken würde. Man kann jedoch aus 
denselben für eine eingehendere Untersuchung der durch sie dargestellten 
Flächenklasse keinen weiteren Vortheil ziehen. vielmehr sind die Elemente 
zu einer Discussion der allen Flächen dieser Art zukommenden Eigenschaften 
in den Gleichungen (11.). (13.). (16.) enthalten. welche man aus den vor- 
stehenden durch entsprechende Rechnungen wieder herzustellen hätte. 
Die Gleichungen (7.). welche sich für unseren Fall in 


; a oe . _ w oX 
& — f cos — }14 c0s— A dw + sin — —— de 
/ 2 12 2 hi 2.09 iq, 
- j A P . 9 0F 

7 [eos 120055, Ydıy -- sin PRrT dq\- 
Zu vN| Vr wo 
= —[cos—-j4c0s p- -: — 

4 [eo 5 130085 Z div -- sin 2 0 dq; 


verwandeln. und in die man, auf die eben angegebene Weise s und t# als 
Variable einzuführen hat. bestimmen die Classe der Flächen. deren Linien- 


element in die Form 


dr — end MW | nV ı2 
ds +dr +dg = c0S ge sın 9 dq 


ıD 


oder. wenn sin — 


5 —r geselzt wird. in die folgende 


(1—r’)dr+r'dg’ 
gebracht werden kann. Als Repräsentant dieser Classe kann eine Rotations- 


fläche von der durch die Gleichungen 


3 yl—o —rdr, 
0 
y= arsin-. 
’ & 
r = ercos- 
a& 


bestimmten Form angesehen werden. in denen « einen die Einheit nicht über- 


schreitenden Parameter bezeichnet. 


. 


>. 
Für die Ermittelung der auf eine Kugel abwickelbaren Flächen. deren 


Lauf durch die Bedingung 


| og = 1 
22* 
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oder durch die partielle Differentialgleichung 
0% 0% 02 0% 
02° oy Oürdy dacdı 

(17.) Bun. Brıe IM 


© 
2 ON 
(1+ +5) 
Orc oy 


bestimmt wird. hat unsere Behandlungsweise den Erfolg, dass die Aufgabe 











[2 








von der Integration einer anderen Dilferentialgleichung abhängig gemacht wird. 
die zwar ebenfalls von der zweiten Ordnung ist, jedoch nur denjenigen Dil- 
ferentialquotienten dieser Ordnung enthält, der durch die auf einander folgende 
Differentiation nach beiden der unabhängigen Variabeln gebildet wird. Diese 
Zurückführung darf nach dem, was Ampere über partielle Differentialgleichun- 
sen gelehrt hat, in der That als eine Reduction des Problems angesehen 
werden. 

Damit die Gleichungen (6.) durch Elimination von Ak auf die Beziehung 

00 ei 

führen. ist 9(A) gleich yi+R zu nehmen. 

Die Integration der Differentialgleichung (17.) kommt daher darauf hinaus. 
das Quadrat des Linienelementes einer Kugel vom Radius Eins in die Form 


E dp He + I )dg’ 
zu transformiren oder in die gleichbedeutende: 
de® +dPp°-+(e" +e")dadp, 
welche aus ihr durch die Substitutionen 


& l gez eat 
p=- -. i q=a-+p, a Singen 


hervorgeht. 
Sind 9% und g die Polarcoordinaten eines Punktes einer Kugel vom 
Radius Eins. so ist das Quadrat des Linienelementes derselben: 
d°+sin’Idg’, 


weleher Ausdruck durch die Substitution 


zn „* gt 
u— clgde", ’ 
ve = lesin’-+gi 


die einfachere Form 
e”" du? — de’ 


annimmt. Unsere Aufgabe verlangt daher die Bestimmung der zwei Functionen 
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„ und © durch @ und 5 in der Art, dass die Gleichung 
e” du — de” = de? +dP°+(e” +e") dad 


eine identische wird. 





Da 
oV ov 
dv = — da+-— dP, 
0@ BR :’ Au 
so wird diese Bedingung erfüllt. wenn » so bestimmt wird. dass 
| or? 
(18.) e du : “ 1, "de | | + eh. 
\ op? | 
d. i. durch die partielle Diiferentialgleichung: 
or’ ’ 06° 
u 1 + Ba 3 ce 1 u 
} 00" \ op 
oß 0@ 


oder dureh die foleende: 








(19.) -yi- 5 yı- a - 0. 


-.— 
Ist » eine durch diese Gleichung definirte aa der Variabeln @ und 
so ergiebt die Gleichung (18.) die Function # durch Quadratur. während 


durch die Gleichung 


- 
r) 


e" 4 A Med orv ( 


wur - Yı45 y ve: 


a 


da « 
bestimmen ist. 

Die Bestimmung von ww kann auch für sich auf die Integration emer 
partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung von einfacher Form zurück- 
geführt werden. Es ergiebt sich diese Gleichung, wenn man aus den Coel- 
fiecienten 1. 1, e” -+e”" des Quadrates des Linienelementes 

da’ +dß°+(e” +e”")dadP 
nach der bekannten Gaussischen Formel das Krümmungsmass ableitet. und 
dasselbe, da es sich auf eine Kugel vom Radius Eins bezieht. «„leich Eins 
setzt. Man gelangt auf diesem Wege zu der partiellen Differentialgleichung: 


no 





ow u Ze 

ECT Tr TE 
Die Gleichung (20.) zeigt hiernach, dass die Integration dieser 1a Dil- 
ferentialgleichung durch die Integration der Gleichung (19.) gegeben ist. ein 


Resultat, welches man auch direct hätte ableiten können. 


Berlin, 1862. 














Sur quelques problemes relatifs aux surfaces reglees. 


(Par M. Edouard Combescure A St. Etienne.) 


L. n’. 9 des annali di matemalica, qui a paru en Novembre 1862. 
eontient un tres-interessant memoire de Mr. E. Beltrami sur les developpees 
ot les developpantes des courbes a double courbure. L’auteur fait voir 
(p. 264 el suiv.) que /a recherche des developpees d’une courbe plane quel- 
conqne depend d'une seul quadrature. Jetablirai ei-apres que si la courbe 
donnee est gauche la determination des developpees depend de integration 
d’une equation de Bernouilli. L’auteur traite ensuite (p. 276) le probleme 
inverse dont Fobjet est de trouver les developpantes d’une courbe donnee 
queleonque. et il le resout completement. Il est bien visible que les deux 
problemes en question reviennent: le premier, a trouver l'arele de rebrousse- 
ment dune surface developpable definie par une courbe directrice et la loi de 
deplacement angulaire et la generatrice rectiligne: le second, a trouver les 
courbes qui coupent sous un angle, dont la loi est donnee. les tangentes ä 
larete de rebroussement supposee connue. 

II me sera utile. pour ce qui suil, de reproduire textuellement le n°. 6 
d’une nole que jai communiquece, en avril 1860, a la societle Imperiale 
d’Agrieulture du deparlement de la Loire et qui a paru. la meme annee, dans 


es Annales. mathematiquement peu connues, de la dite Soeiete. 


$. 1. 
I. „Les coordonnees (rectangulaires) x, y, z dun point d’une sur- 
[face queleonque etant exprimees par des fonctions de deux parametres quel- 
conques x et 4, tout-a-fait independants, les trajectoires orthogonales des 
courbes # — constanle sont determinees par l’equation 


dOS- Be = - - du S( er - 0 ” 


S designe et designera toujours une somine symetrique A trois termes. 
l’equation resulte de ce que, pour les courbes 0 = constante, les cosinus de direction 








de dy dz 
de la tangente sont proportionals ä "he ar ze tandis que, pour une courbe 
da dy dy 

ale a Ace sur I; face. 1 P lu — “do. I + -, 
queleonque tracde sur la surface, ıls le sont & - ER? = u Ute‘ 
dz dz 

Re 

ige Z, 
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S’il s’agit d’une surface reglee, on peut prendre 
a.) z=ithu, y=-utuu, 3=rvHtrvu. 
les A, &, ... A. ... dependant uniquement de 9. L’equation dillferentielle 


devient 
(P+u90')d64-- O'du — 0, 
on = Su. b= 84%, les accents indiquant les derivees par rapport a #. 
v— WD 


Il en resulte « = a a etant une constante arbilraire ou le paramelre 
; Ma u "DdO 
des trajectoires orlhogonales, et # designant / u zu Par suite 
ce | N v 
zeit e-P), yaunıo-P, zarte P 


CR @ 
et. pour un arc quelconque trace sur Ja surface, on a 


ds = dv’ [sa ha) — gr (P--009 .)? | 46°. 


u devant eire remplace par sa valeur precedente. Si l’on designe par y langle 
de la courbe consideree avec la generatrice recliligne correspondante. on a 
dv = cosg.ds, 


ei 





isn ” > 1 f i ! li 
tangeyde = d6 \ (A -+ 4,0) — 77, (P+OOu). 


d’ou Ion deduit entre 9 et © l’equation des courbes pour lesquelles y est 
une fonction connue de ces variables et particulierement celle des trajeetoires 
obliques, c’est-a-dire qui coupent les generatrices sous un angle constant. 
On peut remarquer que o designant lare de la direelrice (r = 4. y u. 
s—r) et e l'angle de cette directrice avec la generalrice reeliligne cor- 


respondante au point de rencontre, on a 


‚* 


do ; . 
— - » [5 «D - » SQ T 
$b= Ocose— .„ et par suite } Jo &do: 


de fagon que cette quantit& 7 peut eire assimilee a une sorle de travail 


mecanique.” 

Je conserverai les me&mes notalions,. saul que je supposerai loul de 
suite egale a 1 la quantite © que javais conservee pour des raisons de 
symetrie: A,, 4,. v, seront des lors, sans facteur eiranger, les cosinus de di- 
rection de la generatrice rectiligne et l’on pourra ecrire generalemen! 


(1.) tangypde = Vdd, en posant, pour abreger. 





V= Vo— PS +2(e—7)SAA,+0°sin’e. 
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. 


e - 0). by 


on aura done 


u' 


U, = -——, en 
s o' r 1 


et lequation differentielle deviendra 


lang y de = (e— 0) d6 J 


der elant Vangle de contingence de la courbe donnee. 
donnee quelconque de # et que l’on pose 


„Je yp du 


= 


c—-0 = r(e 


| a di 
Ie—ı = —. 


do 


du 





dv 





"dv 
s--constanle = Pe 





coOsp 


Ce qui ne differe que par la notation des 


a la seconde des questions posees. 


do 


do 
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2. Cela pose, sil sagit d’une surface developpable, dont l’arete de 
rebroussement est la directrice donnee (A,u,v), on aura 


-. Sn =0S,4—=0. 


BSETTE 2 
/ Ss 1 BR o' 





wL = (t—0o)dw, 
’ 





= W$, 


Si y est une fonction 


formules de M. Beltrami el repond 


coly = A+Br, 


Lorsque g est une fonetion donnee des deux variables # et v (ce qui 
me semble le point de vue general oü l’on doit se placer, par analogie avec 
ce que Fon fait sur le plan) l’equation (2.) cesse d’etre lincaire et il faut la 


trailer par les artilices que l’on juge convenables. Par exemple, si l’on avait 


I el b elant des fonetions de 9 seul, on rentrerait dans le cas d’une equalion 
de Bernouilli, qui serait tout de suite integrable si A elait nul, et qu’on in- 
Iegrerait generalement si. A ou B elant indeierminee, on determinait cette 
[onetion d’apres une solution partieuliere, d’ailleurs arbitraire, de l’equation dif- 
lerentielle. On aurait encore un choix d’exemples @ posteriori beaucoup plus 
nombreux, en designant par M une fonction arbitraire de # et » et determi- 
nanl g par la condition que lequation (2.) ou plus generalement l’equation 


I.). eiant multipliee par M, devint une differentielle exacte. On devrait 





A| 
N | 
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prendre alors 


EEE “dMV 
langgp = W re) -f — - 6. 


f(e) etant une fonction arbitraire de ©, V le radical de lequation (1.). et r 


elani regarde comme constant dans linteeralion relative A ®. 


g. 1. 

3. Le probleme de trouver l'arete de rebroussement d’une surface 
developpable definie par une directrice et la loi de variation angulaire de la 
senecralrice recliligne, revient a considerer dans les equalions (3.) ı. y. 3. 8. 4% 
comme des fonclions donnees /, m, n, p, q dun parametre independant 6, ei 
a en deduire 4, «, v, o. L’equation de = cosypds permet de considerer v 
comme une fonclion aussi connue du meme paramelre et alors. en remeltan! 
— 0 pour la parenithese, on a a integrer le systeme 

di du dv do 

m j u m v—n o—v’ 

di + du +dv’ do‘. 

quon rendrait toul-a-fail symelrique en remplacant 6 et e par oy-I ei 
ey—1. Ce systeme conduit par des Iransformations de rapporls egaux et des 
differentiations a trois @qualions finies,. deux lincaires el une quadralique entre 
,—l, u—m, v—n, 0—rv el des quanliles connues. cequi reduit la question & 
une integration unique. Mais je prefere revenir aux formules el aux con- 
ventions du n°. 1 ou 4, u. v, e sont censces des fonctions donnces en #. 

L’are de trajectoire normal aux generatrices reclilignes a pour dif- 
[erentieille Vd6. Le minimum de cette differenlielle est. pour une meme 


valeur de #. 


>: (Ser! 
dd \/ o'* sin? & — —— 
| | Sr 
el correspond a 
Y 7 ' 
r— WW _d ah, . 
| Ss” 


il repond a la ligne de strietion dont les &quations sont. par suite. 


4.) en sah, sur, 
) zt=ıI-h—. YzUuU—-lıızs Z=V—Y 
a EB KR? 


LA 


Pour que la surface soit developpable il faut et il suffit que ce minimum soit 


bi 


zero, c’est a dire que l’on ail 


(S 4 A, )' 


IE A 
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2 en? 
o’sn’e = 
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el comme generalement 
ds — de’-+V’db, 
on aura, dans ce cas. 
ds= +de; doüu s+cons.—+e. 
ie signe + se rapporlant au double sens dans lequel on peut compter l’arc s 
de l'arete de rebroussement. La question est ramence actuellement ä deter- 
miner A, 4. v, d’apres les trois equalions 


a Ss UN y "Ir vn? 
0" sin’ e — ( ee , Slh=cocos, SU=1. 
k u 





4. Si Fon fait 


2 u y' 
d — u, b _— u — m = - 
O0 COSE 0 COSE 





o’cose 


le sysieme des trois equations precedentes peut etre remplace par le suivan! 


A ER BEN. 

A, — & u, b v—ı 
u‘ ak, + bu+ev, =1. 
„+ u+ vi =1. 
\ AA, Io: Bu, 4 Ur, - DW: 


ou Fon a introduit auxiliairement la quatrieme &quation, dans laquelle A, B. 
©, @ sont des fonclions indeterminees de 6. On verifie que les trois premieres 
lignes («.) peuvent lenir lieu du systeme primitif, par la double transformation 
de rapports deduite de la premiere ligne 

SA? (SA A)’ 


A: x Ra P, 


S(A — a)’ (SA, (A, —a))’ 





qui reproduit la premiere &quation du systeme en question. 
Sous la condition 
Aa+Bb-+Ce — 0. 
on deduit des trois dernieres &quations («.) 
a 


| EN 
2 = h° Tgr® (be —UCb)R. 


! BR 2.002505 
2) = EM 7@+(Ca—Ac)R, 





| ei 
, Ü 
y, = IF -——-@-+(Ab—Ba)R. 


SI 


ou l’on a pose 


R = 


oa ‚H(w—1 ho; a+b+c=h; A+B’+0’=-MH:. 
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De la premiere ligne («.) on deduit les deux nouveaux rapports &gaux 


SA4, Sah, 
nn et un en u 
SA(A —a) Sa(A —a) 
5 A I; Ze D, Sa Fu — i. on tire 
5 A h, —— Fri S Ab, . 5 d h, = 5 ah, ; 


ce qui reduit l’equalion precedente ä 





SA, Sal 
er Pa 
Or de (?.) on conclut 
a SA’a _ TIER 
SAı = ——+-——--:5+RSA (Be—CO)b). 
h H 
a h' SaA _ a ._ 
Sakı, = — +77: 0+ RSa'(Be—Cb); 
h H 
done. en observant que 
SAa = —SAa, on aura 
H' Be 0 1 h’o’ Sa'(Be—Ch 
u — | — + — )ö—- A- re -)S8Aa'4| 54 Be-Cb)+@ — . 
e H ham 5) h’ H’(h?’—1) \ Pr u 
Si on pose pour un instant 
e h 
H —- K ————g 
Y®—1 


et quon transpose dans le premier membre le premier terme du second. le 


i : ‚(®N\N - 
NOUVEeAUu premier membre revient a k (2 ) ei. en faisant 
h 





[0] Sa " n 
a nn a, 
k Hyh’—i 
equation revient a 
SAa' SA’(Be—Cb Sa(Bce—Cb) . - 
ee er F— -—_——— siny, 
Hhym—1 hH HRyYR’—1 


ce qui, par la substitution 
lang a w, 

rentre dans une &qualtion de Bernowilli. On pourrait. dans lequation Irans- 
[ormee en w, assujetlir les fonetions A, B, © a la nouvelle condition d’annuler 
le eoefficient du terme en w’ ou du terme independant:; mais on serail amene 
pour determiner ces fonetions A une equation differentielle du meme genre 
que l'equation en Y, ce qu'on pouvait prevoir par une legere röflexion. Je 
prendrai done toWl de suite la deuxieme condition finie 


SAa’=0, qui, jjnte a SAa—0. “ 
23* 
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fournil 
A b Ü H EI: 
Bde — oda D_-ab ar; Coi 
A au — ad hySa’—h” 
Be— Cb Ca— Ac Ab-—- Ba H ' ’ 
— — — = — —— = ———— 5 et par suite 
a'h— ah’ b'h—bh' c'h—ch’ Sa” —h’” N 
; a nt a u 
h, + — a— [(be—b’e)sinw+(ah—ah')cosw]. 
h h’ySa’—W" 
b Dt _. ur | n 
u. = —+ IE. (ca'— ac')sinw+(b’'h— bh’ )cosw]. 
I2% | h h’ ) Sa’ h’’ . j | | 
, [2 
yYh’—1 | en. | 
v; rt+— —— [(ab' — a’b) sin w-+ (e'h— ch’) cosw]. 
h hy Sa” — h" | 
' Salbe" — be) l Be , 
m — 4. — sin. 
h (Da d h . ) I j h? 1 


9. I reste, pour avoir les cordonnces x, y, 3 de l'arete de rebrous- 
sementi, a meltre dans les formules (4.) du n°. 3, les valeurs de 4,. u, v 


quon vient de trouver. On observe pour cela que 


ae y r h fr w—t y ) > 
S/h=—ocoseSal,=- o'cose| 3 - + ySa”— hi cos | 
h h . 
SA o”sin’e o'’sın“e 
rn — —_ — = —u: 
Y 2 Y ! em ) 
SA, 54 bh, h' ! \h’- | m » 
COSE u . | Sa 5 -h "cos ip 
h h 


et si lon veul introduire partout les donnees primilives 2, u, v, &, on trouve 
sans peine 


f ’ o'’cos [94 ’ 5 o'cosE 
be—-be = — u ee en 
0C0S € 0035 € 
> o' ö Sy u v"- vu) u 
5 #2 ? u.7 7} ! \ IV. { J 
vSa’—h"= ——.,  Salbe"—b"e) =- . n. 


0coSsE 0° cos’e v’rcos’e 
o designant le ravon de courbure de la direetrice, coss, cosn, cosZ ses 
eosinus de direction: r le ravon de torsion,. cose, cos, cosy les cosinus 
de direction de laxe du plan oseulateur. Au moyen de quoi la solution est 
eondensee dans le tableau suivant: 


e=hA+hn, y=u-tuu, 3=rvH+rvdu, s+const: Jeosedo ts, 


di gap N 

h —— 08 E-+- sine (COS @ SIN W--COSS COS WW). 
do \ 
du ige A da au | 

4 = 7, 608ETSINE|C0S I SM y 7 C057C05 p). 
dv 


7 05€ +sine(cosy sin + cos Scosw). 
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a sıne 
} Im Kr 
de 1 
u 7 — (081 
do 0 p 
dıy 1 1 . 
= -—2— 0o0l:3nY; 
do r 0 
auquel on peut joindre la relation 
cos = sinesinw, 


z designant Yangle du plan oseulateur et de la generalrice recliliene cor- 
respondante, et qui resulte de la derniere equation («.). Il serait sans doute 
possible en interpretant convenablement ces formules. d’arriver a une solution 
geomelrique de la question; mais je laisse cel examen de coöle. 

6. Tout depend actuellement de lFintegration de lequalion dilferentielle 
en W. KUelte equalion est immediatement integrable 1° quand r est infini. 
cest-a-dire quand la directrice est plane, c'est le cas resolu par M. Beltrami: 
2° quand e=47, c’est-a-dire quand les generatrices reclilignes sont normales 
a la direcirice, dans ce cas 

Vv=v—tv, INnN—X=U—t, 
dv elant langle de torsion et v, une conslante arbilraire. el toutes les formules 
se simplifient notablement: 3° lorsque 
— eot& k, 


0 
k elant une constanle donnee. ce qui, en supposant de plus & conslant. eom- 
prend le cas des helices lracees sur des evlindres a base quelconque 
Generalement il faudra se donner une solution partieuliere (dans le cas 
dune directrice plane celte solution aurail &le la developpee plane de la courbe. 
si la forme donnee ici a l’equation differentielle n’avait rendu son integration 


manifesle) et prendre en consequence 


“u 1 
['(o Diese 
= 
cole = —— 
Ren... 
— sın/ (0) 
0 oO, 


f elant une fonetion queleonque. Celle est meme generalement la lorme 
necessaire de cote: car la forme connue de lintegrale generale de lFequation 
de Bernouilli soumet forcöment les coefficienis de l’öqualion a une pareille 
relation (ou toute autre @quivalente). Et quel que soit, dans le present pro- 


bleme, le choix initial des variables, il est impossible, a part quelques cas 


particeuliers, de ramener la question a des quadratures direetes, sans quoi, en 
renversant le calcul, l’equation de Dernoulli serait integrable sans solution 
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parlieuliere. Moyennant cette relation on trouvera par le procede connu 





: eo: fdv 
tang3w _ 4 e 
tang Auf | a f es: a ’ 
es x—- tane — 
+3 dvtang 5 € 


z elant une conslante arbitraire et dv l'angle de torsion. 

7. En faisant varier cette consiante, on aura diverses ardtes de re- 
broussement, repondant a la meme loi de variation angulaire de la generatrice 
recliligne,. et dont l'ensemble formera une surface sur laquelle un point 
quelconque sera fixe par des valeurs parliculieres, attribuees aux parametres 
z et # ou o. Pour trouver les trajecloires orthogonales des aretes de re- 
broussement c’est-a-dire des courbes <= conslante, on observe d’abord que 
de (e.) on deduit 


2 Sah, Sa’), h'  YSa®—n”® 0’ cose 
z — ae y . m : ” e wi u un = Br u 3 r rn COS iv - u “ 
A, —a Sa(l —a) h—1 h(h’—1) hyh’—i | u 
d’ou. a cause de 
x = Wthut+iu, 
on deduil 
x —= 4,(0'608e+u). 
Done. en observant que 
dr ; du dA, 
=. - ı — U —. 
dz da dx 
on aura 
‚de dx PT N du ( 4] ’ n? 
—— —— _ (IC0OSEe-U )——. I —= (GCOSE+-U |)". 
dx do . | dı dd . Pe 


Done, d’apres le commencement du n’. 1. lequation differentielle des 
trajeetoires cherchees sera 


‚du ur 
dd (0 cose+u)+——dz = 0: dioü 
dx 
Jeosedo+u — constanle, c. a dire 
s = constanle. 


s elant toujours l’arc de l'arele de rebroussement. Ce qui, en vertu d’une 
propriete connue de la theorie des surfaces, montre que les aretes de re- 
broussement forment une serie de lignes geodesiques sur la surface qui est 
leur lieu geometrique. Cette propriete a Ele elablie autrement par M. Beltrami. 
On la deduit aisement de l'expression des cosinus de direction de la normale 
a la surface. 
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$. M. 

8. Supposons que l'on veuille faire passer par une courbe donnee 
aux coordonnees reclangulaires «, /, y, fonctions d’un parametre #, une sur- 
face developpable qui soit tangente, le long de son arete de rebroussement ä 
l’ellipsoide donne 


".E, # 
EU 


m n 
On aura evidemment a integrer le systeme 


de  dy dz 





FIErE = 1 

l m n 

"a . 2 

+1. 
m n 


lequel. par la double substitution 


= fi, yzmu,, z=Nv,. 


a—=ie, P=mb, v=nc 
devient le systeme («.). n°.4. Par la substitution inverse. faite dans le 


systeme (/>*.). on aura donc, tout de suite. 
































[94 yo a 1 | l 2 ! We ! ’ | 
en —— | — (Ay — By) sinw+ (ed —- ad’)coswl. 
u ” j2 Io a” A mm ( a i 
5 1 m ai v 
y-=5+ Se (z0'—y'a) sin w-+ (30 — 30 cos]. 
2 2 / i 
| 32V Ss A r 
| (F 
(A.) 
o”—1 n uni RT r 
s- 4 = —— (ef —a'/) sin w+ (y'd— yo cosw|. 
Ö 3 /_ a” u. Im 
(’T 
/_ a? 
IS— — ö"’ 
Tu = h ° 5 a’ (Br" es ve) ur ——— sin w. 
| | Imn ö(s .i a ") sy? 1 
> | 
ou Fon a fait, pour abreger, 
[a* ß° vr 
Be E., 
I= 1 l’ + m’ 


On remarque encore que lintegration est immediate quand la courbe donnee 
est plane, et dans d’autres cas faciles a voir. 
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PET . . / Q 
9. Si Ion remplace dans les equations (A.) vr par i et que, apres 


avoir mullipli6 la derniere par /, on fasse tendre cette quantite vers linfini. 
on aura les formules relalives au eylindre 





y” z 
= Es 1, 
savoir 
ET [md 
1) Ö Pr —yr? . 


u u: uhr 7 
r , v1 nß 


LAN 
7 
Oo 
I 


Na’ Be "N | Pr' 
vw — mnd — Ce] ri r— ee v. 


(dyr— yP')’ mn 75° en 





ou 


m’ ' 
I ny aura qua inlögrer par le procede ordinaire l’equation lineaire en w. 
10. Si dans les equalions (A.) on remplace x par —/, @ par a —I. 
m par pl, »’ par gl et quon fasse tendre ensuite 7 vers l’infini on aura les 
formules relatives au paraboloide elliptique 




















ne 
2 
savoir 
/ Pr y’ 
A DE 
er} zwar e 2. ft 
er G- u D —_ ge — — ._ | 7 -(y P D y)sınw (28 LER )cos | r 
Ppq 9° vova \ q - 
p q 
| Ir p e 7 = / 
) ( yp 
y 3 = . en — E En y sin y- +9 cosw |, 
. Or? 2 
Pi Y vq 
| 2 
> ; n 
) ( ( ° : ' 
2 = E + — BR: 2 Bi. E Bi P' sin iv TE cos v]. 
9” y” yp 
| p q 
2 2 
| ß' I di 
B'y " „ . | 2 
Rn ud. ARE l — Be En 














Een 
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ll. Le cas de I’hyperboloide a une nappe se deduit des formules (A.) 
en changeant / en Iy—1, vw en wy—1 et transformant ösiniw, cosiw (i elant 
‚—1) en exponentielles reelles ou en fonetions hyperboliques: l’equalion en 
est loujours une equalion de Bernoulli. Pour en deduire ce qui est relatif au 
cöne on change dans les formules obtenues. et que je puis me dispenser 
d’eerire. /, m, n en Ik, mhk. nk. On obtient des expressions de la forme 


ka _ BR BE j 
n .. 2 I I; [A e' 0 e& \ | B ( e" 4 P iv \ h 
Ö \ | 


v — M+kN(e—e®). 


A. B. M, N etant des fonetions independentes de #4. Si l’on faisait tout de 





suite 7=0, x, y,. 3 ne dependraient pas de w, ce qui ne peut @ire. Mais 
si l’on remplace y par w--logC, C etant une constante quelconque et que l’on 
pose kC=1, on aura 

lim k(e?— e””) = lim (er - e r) u, 


ei consequemment. pour le cas du cöne. 
z=(A+B)e*, w' = M-+Ne*. 
L’equation differentielle revient a une @quation lineaire en la divisant par e' 

L’hyperboloide a deux nappes et ses varieles se traitent d'une maniere 
analogue. 

$. W. 

12. Jajouterai. pour terminer,. quelques remarques concernant les 
surfaces reglees en general. Si. revenant aux notations du n’. 1. A, u, v, 
by. 4. v, sont des fonetions bien definies du parametre #, on peut, par les 
formules (4.) du n’. 3, rapporlter la surface a sa liene de strietion qui est une 
des trajectoires orthogonales des generatrices rectilignes. Mais il est plus 


simple de supposer 
e=äin ei A, U, PVı 


egaux aux cosinus de direction de l’axe du plan osculateur de la directrice 
(A, u,rv) qui devient elle-meme la ligne de strietion. En designant par r le 
rayon de torsion de cette courbe, les formules generales peuvent alors s’ecrire 





z=A+hrt, y=utwmtd, 3=VvH4vV0, 


? ‘ 2 v’ 
ds’ — do’ + do’(1+ ) a 


tangpde —= do y1+ ” r 


Journal für Mathematik Bd. LXIH. Heft 2. 24 
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ce qui resulte aussi de consideralions geometriques tres-simples. On voil en 
parlieulier que, si r est constant et que g ne depende que de # ou de © 


le probleme des Irajecloires des generalrices reclilignes est immediatement 
ramene aux quadralures. 

On fait dependre aussi d’une quadrature l'evalualion de laire limilee 
sur la surface par un contour donne quelconque. Car. l'element superflieiel 
du second ordre etanl 

de do iv 1- Ale 
on peut, quel que soit r, effeetuer integration par rapport a ©. el, en sub- 
stiluanl aux limites de e les fonelions de # ou © donnees par le contour. le 
resie dependra d’une simple quadralure, ou de plusieurs quadralures separees 
si ce conlour est forme d’ares de plusieurs courbes. La meme reduction aura 
lieu visiblement. sil siagit de la determination du centre de eravite ou du 
moment dinertie de la position consideree de surface. 

13. Si Fon prend d® pour l'element constant du temps et que Non 
eonsidere le mouvement d’un point materiel sur la surface. la fonetion des 


[orces ne dependant que de e, en faisanl 


n ae 
" 
H elant la constante des forces vives,. on aura. par les formules eenerales 
de la mecanique analylique, savoir 


dR dR 
” * _ dR a (ar dR 
( 





10 wer "n do do ' 


les deux equations parliculieres du mouvement 





v” 0" „ dr 
1 j u) o'| er 0” . 
[( r? r? do 


qui. combinee avec l’equation des forces vives, donne 





e 


e' = Y2H-2f(e)— : 
1+5 
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el par suite 


edv 
do _ rinnen re E 


(15) [en 2fG 


de facon que le probleme est ramene aux quadralures. 

En partieulier, lorsque la fonetion f{e) est nulle, le mobile deerit uni- 
[ormement une ligne geodesique de la surface: on peut prendre l'element du 
temps egal a Farce ds de la ligne parcourue et supposer H= 4: en posanl 


en oulre 
" reolı, 


"equaltion preeedente (en changeant son signe) devien! 


do dıy 
”c Yi— e’sin’w 
. 
r.“ ' 
On a done. en designant par e une nouvelle constanle. 

+ c’ 

e = rcotam 0 
rc 


pour l’equation des lignes geodesiques: et 


r dıy 





sin wy1— ec’ sin w 


s en resulte par une quadrature elliptique. 


St. Etienne. 7. Janvier 1863. 
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Die eubische Gleichung, von welcher die Lösung 
des Problems der Homographie von M. Chasles 
abhängt. 

(Vai Bes 0: Messe zu Bieläklburg:) 


Problem. 


On donne dans le meme plan deux systemes de sept point chacun 
el qui se correspondent. Faire passer par chacun de ces systemes un 
laisceau de sept ravons. de telle sorte que les deux faisceaux soient 
homographiques. 

Wenn a=0 und «= 0 die Gdeichungen irgend zweier geraden Linien 
in derselben Ebene darstellen, die sich in einem Punkte e schneiden. so ist 
l.) a-sa, = O0 
mil dem willkürlichen Factor 4 die Gleichung irgend einer geraden Linie. 
weiche durch den Punkt e geht. Diese Gleichung kann man für den ana- 
Ivtischen Ausdruck des vom Centrum e ausgehenden Strahlbüschels nehmen. 
Denn man erhält aus ihr die Gleichung jedes einzelnen Strahles, wenn man 

dem willkürlichen Factor 4 den ihm entsprechenden Werth zuertheilt. 

Sind ferner A=0 und A’=0 die Gleichungen irgend zweier geraden 
Linien, welche sich in dem Punkte € schneiden, so ist wieder: 

2.) A-)4 = 0 
mit dem willkürlichen Factor 4 die Gleichung irgend einer geraden Linie. 
welche durch den Punkt € geht; und die Gleichung (2.) ist der analytische 
Ausdruck für einen zweiten vom Centrum C ausgehenden Strahlbüschel. 

Die Gleichungen (1.) und (2.) repräsentiren irgend zwei von den Üen- 
Iren ec und C ausgehende homographische Strahlbüschel, deren homologe Strahlen 
durch den willkürlichen, aber in beiden Gleichungen gleichen Factor 4 be- 
stimmt sind. 

Beiläufig sei erwähnt, dass in gleicher Weise die Gleichung (2.) eine 
beliebige mit dem Strahlbüschel (1.) homographisch getheilte gerade Linie 
darstellt, wenn A=0 und A’=0 die Gleichungen von irgend zwei Punkten 
bedeuten. 
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Dieses vorausgeselzt, wollen wir annehmen, dass e und © die Centren 
seien der gesuchten beiden Strahlbüschel und dass die Gleichuneen /1.) und 
(2.) die homologen Sirahlen der beiden Systeme darstellen. Es seien ferner 
r, y, z mit den angehängten Indices 1,2, .... 7 die homogenen Coordinaten 
der 7 gegebenen Punkte des einen Systemes und X, Y, Z mit denselben 
Indices die Coordinaten der entsprechenden Punkte des anderen Systemes. 

Lassen wir alsdann % irgend einen der genannten sieben Indices be- 
deuten, so drücken die beiden Gleichungen 

3. (a), —4,(a,). = 0, (Al, — (A): = VO 

die vierzehn Bedingungen aus. dass sieben Strahlen des einen Strahlbüschels 
ce durch die sieben gegebenen Punkte des einen Systemes gehen. und dass 
ihre homologen Strahlen des anderen Strahlbüschels € durch die sieben ve- 
oebenen Punkte des anderen Sysiemes gehen. vorausgeselzt. dass (a),. (a, 
und (A),, (A); die Ausdrücke bedeuten. in welche a, a, und A, A’ dureh 
Veränderung der variabeln Coordinaten in die den Indices % entsprechenden 
Coordinaten der gegebenen Punkte des einen und des anderen Svstemes 
übereehen. 

Diese vierzehn Bedingungen redueiren sich durch Elimination von 
auf foleende sieben Gleichuneen 


R (a) (A 
welche das vorgelegte Problem lösen. 
Denn bestimmt man die zwölf Constanten in den vier linearen Func- 
tionen a, a). A. A’ in der Weise, dass sie den sieben Gleichungen (4.) ge- 
nügen. so ergeben sich aus den Gleichungen: 
ae air set 
die Coordinaten des gesuchten Centrums e, und aus den Gleichungen 
mr Au #0 
die Coordinaten des Centrums (. 

Aus dem Umstande, dass nur sieben Gleichungen die zwölf Constanten 
zu bestimmen haben, darf man aber nicht folgern, dass das Problem unendlich 
viele Auflösungen zulasse. Es ist im Gegentheil, wie M. Chasles bemerkt. 
das Problem ein vollständig bestimmtes. 

Um dieses nachzuweisen, selzen wir: 


u A 
ja =,2+P,Y 


? 


in 
| 


0»3 


Br, 

d 

/ } f a Mm ]] f RN 
dt, = 4, c+/,Yy-+Yı3; A = a X +P Y+Yy 4 


7 A= a X+B"Y47"2, 
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Von den zwölf in diese vier linearen Ausdrücke von a, a,. A. A’ eingehenden 
Constanten können wir zwei, z. B. 5, und y, gleich O setzen, was darauf 
hinauskäme, den beiden durch das Centrum e gehenden geraden Linien a = 0 
und «@, = 0, die wir beliebige um das Centrum drehen können, bestimmte Rich- 
Iuneen zu geben. 

Berücksichliget man ferner die Art des Eingehens der noch übrigen 
Constanten in die Gleichungen (4.), so sieht man. dass sich noch drei Con- 
stanten auf die Einheit zurückführen lassen, etwa @«,=«a,=«e—=1. Es bleiben 
also in der That nur sieben zu bestimmende Constanten übrige. deren Zahl 
sleich ist der Zahl der das Problem lösenden Gleichungen. 

Wir werden jedoch. um die Symmetrie nicht zu zerstören, im Folgenden 
sämmtliche zwölf Constanten berücksichtigen. aber an ihrer Stelle neun andere 
einführen. 


Zu diesem Zwecke entwickeln wir die Gleichung (4.) wie folgt: 


(Amt Go Ya+ An 2r) Kr 
\ 
1 


8S.\ 4 (Au + A Y%% +4 2.) Y, 
+ (at Ay Yıt Qa2,)Zr = 0, 
indem wir haben: 

u j! 0 m y! I 0 a y Pr yı 

On’ - (0,0 — 0,0 . Ayo 9,8% — /),0 s LL2MN — 70% Yı . 

Sud R]] IR m MD 2 N Se , 

N do 6, PP AP . dı, = Io? IıP» 7 a 7 2 Dr 3 3 

au Pi. af) Sn I „0 un a 

day = Auf 1 > ds = Puf —Pıf > te 77V - 


Diese neun neuen Constanten a sind jedoch nicht unabhängig von ein- 
ander. sondern es findet, wie aus der Determinanten-Theorie bekannt ist. 
zwischen ihnen die Gleiehune Statt: 

du Ay Om 


10.) Li dıı da — 0. 





Ay dy, Adn 


Da aber in die acht Gleichungen (8.) und (10.) nur die Verhältnisse der zu 
bestimmenden neun Constanten a eingehen, so geben diese Gleichungen die 
Lösung des vorgelegten Problemes vollständig und zwar in folgender Weise. 
Es seien m und » irgend zwei von den Constanten a. Durch sie 
lassen sich die übrigen sieben Constanten vermittelst der sieben linearen 
(leichungen (8.) ausdrücken in der Form: 


(11) a, = b„m+tc„®%; 
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indem Öd,, und e,, bestimmte Funetionen der Coordinaten der gegebenen 


vierzehn Punkte darstellen. Setzen wir nun diese Werthe (11.) in (10.). so 
. . . m . u 
erhalten wir die gesuchte in 3 eubische Gleichung: 


b,m-+c,n, Dbum-+Cun, dbum-- 4,8 
(12.) bum- Con, dum+Cuın, dam-+ Con 0. 


dbum-+ CN, Dam-+ Con, bam+C»n 


Lösen wir diese cubische Gleichung auf. und selzen » — 1. so veben 
die Gleichungen (11.) die Werthe aller neun Coefficienlen «. 

Es bleibt noch übrig die Coordinaten «x, y. 3 des Centrums e festzu- 
stellen. Zu diesem Zwecke erinnern wir, dass @« = 0 und a, = O0 die Gleichun- 
ven zweier geraden Linien sind, welche sich in dem Centrum e schneiden. 
Bezeichnen wir nun mit X, Y, Z irgend welche Grössen. so stellt die Gleichung: 
aA—aA=V oder, vollständig entwickelt. die Gleichung: 

| (a, c+4,Y-+4.2)AÄ 
13.) +lauc+auY-+423)Y 
(+ lauC+A1Yy+An2)Z u 
ein System von geraden Linien dar, welche sich in dem Centrum e schneiden. 
Man hat daher zur Bestimmung der Coordinaten x. y. = dieses Cenlrums 


irgend zwei von den drei Gleichungen: 


A,C+AyY-+ An? VÖ. 
(14.) { Ar ld d22 VÖ, 
\AyECt4AıY-+ Gda2 0 


Da die Coeflieienten in diesen Gleichungen aber von der eubischen 
Gleichung (12.) abhängen. so hat man drei Auflösungen des Problemes. 

Wenn in dem behandelten Probleme an Stelle von sieben Punkten in 
jedem der beiden Systeme acht Punkte gegeben wären. so würde dasselbe 
im Allgemeinen keine Lösung haben. Man kann sich aber die Frage stellen. 
welche Lage der achte Punkt o des ersten Systemes haben muss. wenn der 


ihm entsprechende Punkt O des zweiten Systemes gegeben ist. Diese Frage 
beantwortet die Gleichung (13.),. wenn man festselzt, dass x, y. = die Coor- 
dinaten des Punktes o und dass X, Y, Z die gegebenen Coordinaten des 
Punktes 0 seien. Sie sagt aus, dass der Punkt o auf einer von dem ge- 
vebenen Punkte 0 abhängenden geraden Linie (13.) beliebig gewählt werden 
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kann. welche durch das Centrum e geht. Die Gleichung (13.) stellt aber 


drei verschiedene gerade Linien dar, von welchen jede durch eines der drei 
(‘entren e eeht. Man kann daher den Punkt o beliebige auf drei von dem 
Punkte O0 abhängenden „eraden Linien wählen. welche durch die drei Cen- 
tren ec gehen. 

Man erhält die Gleichung dieser drei geraden Linien in der Form 
eines Produelies aus drei linearen Factoren,. wenn man aus den sieben Gleichun- 
ven 8.) und der achten Gleichung (13.) die Verhältnisse der neun Coeffieienten 
a in linearer Weise berechnet und sie in die Gleichung (10.) einsetzt. Die 
so präparirte Gleichung (10.) stellt mit den willkürlichen Constanten X, Y, Z 
Curven dritter Ordnung dar. welche durch die drei Centren e gehen. Aus 
der Diseussion solcher Curven dritter Ordnung hat man bisher die Lösung des 
Problemes von M. Chasles abgeleitet. indem man die sechs von den neun 
Schnittpunkten zweier von diesen Curven feststellte. welche nicht die drei 
vesuchten Centren e sind. 


Heidelberg. im März 1862. 








bene Curven, zwischen deren Bogen und Coor- 
dinaten eine Gleichung zweiten Grades besteht. 


( Von Ilerrn R. Hoppe.) 


I: zwischen dem Bogen s und den rechtwinkligen Coordinaten x. y 


einer ebenen Curve eine beliebige Gleichung zweiten Grades 
I.) As+?2(Br+Cy)s+Dxe+?2Ery+ Fy +2 (G@s+ Hr-+Jy)+K 0 


gegeben. so lässt sich die resultirende Gleichung zwischen .r und y mit Hülfe 
eines elliptischen Integrals allgemein darstellen. wie im Folgenden gezeig! 
werden soll. 

Zunächst kann man die Aufgabe auf eine lineare Differentialeleichung 


zweiter Ordnung zurückführen. Setzt man nämlich 
cost. >— = sin, 


differentiirt die Gleichung (1.) erst nach s, dann zweimal nach 7. so erhält man: 


is +uz+try+S =, 


! 


€ \ .Y ! L f es 2 MN 
(2.) As+tucztrvy+itos =. 


pP 


stur y+S"+3os+os'" = 0. 
wo zur Abkürzung 
» = A+Becost-+Üsinr. 


u = B+Deost + Esinrt, 


v = C+Ecost+Fsint, 
S —= @G-+Heost + Jsinr. 
o = + ucost-+trsin? 


geselzt ist. und die Accente Differentialquotienten nach 7 bezeichnen. Durch 
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paarweise Verbindung der drei Gleichungen findet man die folgenden mit 


eonstanten Coelfficienten: 


As = Br . Cy + (i u (08 30's’ ) R 
€ Bs -- Dx - Ey _ H — (os 
( y 4- Ir i- Fy 4 Il ii (os + 


2 9 ER 
308 ) COST + o's'sinT. 
3n'e' 
2 


0's' )sint — o’s’cosr, 
woraus, wenn man ferner zur Abkürzung 
ABC GB I 5 
| | | | 
h=—- BDE; f=-|HDE); q=j-cosr D 
| | | | 
CEF JEF '—sint E 
selzt,. die folgende lineare Gleichung für s allein hervorgeht: 
4)  glos"+30o's)—-ges—hs+f = d. 


Zwei specielle Integrale derselben lassen sich unmittelbar aus Gleichung 
(1.) finden. Da nämlich (4.) nieht von K abhängt und durch Substitution von 


s- 4 [für s von dem einzigen von @, H, J abhängigen Term f befreit wird. 
/ - 


so kann man in Gleichung (1.) 
(—- H=-J-K-0 


seizen. und erhält aus letzterer in Verbindung mit der Relation 

os z Or c W oy 
eine homogene Gleichung erster Ordnung, die sich nach bekannter Methode 
auflösen lässt. und wegen des doppelten Vorzeichens der im Resultat ent- 
haltenen Quadratwurzel zwei Werthe für s liefert. Setzt man zur Abkürzung 


'D E { f- gor 'h 
> le u == er a ar 
E Fi go —+h | 0 


l . 


so lauten dieselben: 


Gh 
s:_ = V Be 
0 


. 


Das vollständige Integral der Gleichung (4.) ist demnach 
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geh 


0 





De (ce + e, e ” | 





h 


Da dieser Ausdruck auch den allgemeinsten, der Gleichung (1.) entsprechenden 


Werth in sich enthalten muss, so bleiben nur noch die Bedinguneen für ec. 


c;, zu suchen. unter denen der gegebenen Gleichung genügt wird. 


Die Rech- 


nung kürzt sich einigermassen, indem man aus dem System 


As+ Br -+Cy+G Ü, 
Bs+Dr+ Ey+H ß, 
Cs+Er+Fy+J y, 
Gs+Hx+ Jy+K = 0, 


wo «@. 5, y die bekannten Werthe 


(3.) haben. 


ABCG-—e] 
IBDE H-P r 
BERRBERO | 
ıC EF J-y! 
G HJ K-0) 


bildet: 
der Form 


as+Pe+Yyy 


dann für die letzte Gleichung des Systems die Gleichung 


l 
— 


do = 0 


zuerst die Gleichune 


In 


(1. 


substituirt. und beide resultirende Gleichungen addirt, wodurch man erhält: 


B 
D 
E 
H+Pß 


ı A 
b 
( 
G+. 





oder: 


AbCa 
BDEP 
CEFYy 
aßy oO 








G— 0 


( 
E 
F 


J+Y 


J—y 
K 


ABCG 
BDEH 
CEFJ 
GHJK 








HB 


| 
| 


| 


























Theil eliminirt. 





2h o 


% 


Mittelst der Gleichungen (93.) 
Coordinaten finden. Setzt man 
AGE ABA: 
ı=BHE,, f: = B DH. 
| un 
CI F CEJ 
so wird 
k 


ce? —ß [#) 


| (@ 0 
u: h 


2yoygo-h 


k 


ce? ui P 


— /()j 





2yoygo—h 


ausführen. Setzt man nämlich 


so lässt sich Gleichung (1.) schreiben: 
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denn auf diesem Wege ist zugleich mit der Unbekannten d der ganze lineare 


Eine Berechnung der Determinante zur Linken giebt: 


| 'go--h k 
s Mn | Mh (ce — — e & Er 


lassen 


m 
+C0ST ) —— 


u 


27 ww C 
M- (BE - sın r) = — 


(T.) e = m—-A(PırH yıyrdı 


—Ah’ce, = k, 


und das Integral der Gleichung (1.) lautet nun: 


h 


sich nun Jleieht die Werthe der 


EF bb“ 
er ‚9 
BC DE 
a Min 
ce! — — ee” 
2yhyge+h N 
3 k 
ep I »—0 
{ r ‘ f, 


2yhygesh AM 


Die Elimination von z zwischen beiden Gleichungen lässt sich allgemein 


(3.) a4 =0a—As=Br+Cy+G, 


IP: —— P— bs = Dr -+- Ey t H. 
/ Yı en rg — (s m Ex 1 Fy + J, 


0=0—-@Gs=Hr+Jy+K,. 
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und Gleichung (2.): 
8. + /9c08Tt-+-ysint V. 


Gleichung (7.) giebt zuerst «, dann Gleichune (5.) s. dann die Gleiechun- 
sen (6.) % und y, dann Gleichung (8.) cosr und sinr, ausgedrückt in und 


y, woraus weiter 7, u, v, o, o folgen. 


Die vorstehende Auflösung erleidet nur eine Ausnahme für 4 0. d.i 
für den Fall. wo die gegebene Gleichung parabolisch ist. wo sich nämlich die 
linearen Terme durch keine Veränderung des Anfangs der ır. y. s enl- 
[fernen lassen. In diesem Falle aber ereiebt sich unmittelbar das erste Inleeral 
der Gleichung (4.): 

' fa Sf ctTyvo 

0? . 7 
demzufolge sich s als ein Doppelintegral darstellen würde. Anstatt jedoch 
die Constante der zweiten Integration der ursprünglichen Gleichung gemäss 
zu bestimmen, kann man sogleich den Werth von s mittelst Gleichung (1... 


die wir in der Form 
(@+0)s+(H+P)e-+-(J+y)y+h 0 


schreiben, und mittelst zweier der Gleichungen (3.) auf s’ und s’ zurück- 


führen, und erhält nach Elimination von x und y: 


DEH |DEP 
s+ EFJ-\EFy =0. 
HJK| %y0 





woraus nach Berechnung der letzten Determinante hervorgeht: 


= el far) ee für 
de q’ 2avo J g 





DEH 
| 
507 (Dsin’r—2Esinr cost + Feos’r) je ” | EFJ): 
HJK 


Die Werthe von x und y sind hieraus leicht zu finden. 
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Die beiden Integrale 


}- gor ıh 'oryo 
JS go+h \ 0 q 


stellen sieh unmittelbar als elliptische 


Functionen dar. insofern o, abgesehen 
von einem reinen Quadrat im Nenner, Function vierten Grades von te 47 ist. 
Eine Berechnung zeigt. dass das letztere 


keine Funetion dritter Gattune 
enthäh 


Berlin. 1862. 
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Jacob Steiner. 


Kine fast ununterbrochene Kette bilden im Journal von seiner Ent- 
stehung an bis vor wenig Jahren die unübertroffenen Arbeiten des am 1. April 
verstorbenen Jacob Steiner. Dem Journal liest es darum ob. die Trauer- 
kunde. welche die ganze mathematische Welt schmerzlich beweet. zu bestäliven 
und dem Verstorbenen an der Stelle ein Denkmal zu setzen. wo die Kette 
abläuft. 

Jacob Steiner gilt für den ersten Geometer seiner Zeit. Mit dem 
orössten Theile seiner Arbeiten. welche ihm diese Geltune verschallt haben. 
hat er das Journal geschmückt. Sie foleten schnell auf einander mit zwei 
orösseren, aber bedeutsamen Unterbrechungen. 

Die Zeit der ersten Lücke in dem Journal füllt die Bearbeitung seines 
elassischen Werkes aus: Systematische Entwickelung der Abhängigkeit geome- 
trischer Gestalten. Der Charakter des Buches ist Einfachheit und Strenge der 
Prineipien neben Mannigfaltigkeit der daraus gewonnenen Resultate. Darum 
wird es auch als Muster eines Lehrbuches der höheren Geometrie für spätere 
Zeiten dienen, welches reiche Keime weiterer Entwickelung in sich trägt. 
Der Verfasser vereinfacht, erweitert und vermehrt darin die von Poncelet er- 
fundenen Beweismelhoden. 

Die Zeit der zweiten Unterbrechung scheint dem Kampfe mit dem 
Imaginären in der Geomelrie gewidmet gewesen zu sein. wovon sich die 
Spuren vorher und nachher in dem Journal auffinden lassen. Es gewinn! 
diese Hypothese an Wahrscheinlichkeit. wenn man von dem (Gespens! 
wie Steiner sich auszudrücken liebte — in der Ebene und im Raume hört. 
mit dessen Hülfe er die verborgenen Wahrheiten enthüllte. Von da ab daliren 
seine zahlreichsten Entdeckungen, die weit über die Grenzen hinausgehen. 
welche seine Zeitgenossen sich gesteckt haben. Sie sind. gleich den Fermat- 
schen Sätzen, für die Mit- und Nachwelt Räthsel. Denn Steiner hat es in 
dem Drange seiner Entdeckungen nicht mehr bewältigen können. die Wege 
zu bezeichnen, die ihn dahin geführt haben. Es ist dieses um so mehr zu 


bedauern, als er sich jetzt auf einem Boden befand. auf dem die synthelische 
(reometrie zwar eine Richtschnur der Bearbeitung geben. den sie aber nicht 
beherrschen kann, weil ihr die Allgemeinheit der Grundlage mangelt. 
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Die Steinerschen Sätze bleiben deshalb für den Geomeler ein zu er- 


strebendes Ziel. für den Analytiker ein Wegweiser zur Bildung und Erforschung 
von Funetionen, die in der höheren Algebra von grosser Bedeutung sind. 

Steiners Wirken stehl mit der synthetischen Geometrie in unauflöslicher 
Verbindung. Mit unermüdlicher und ausschliesslicher Thätigkeit widmete er 
sieh ihr. bis zu dem Grade der Schwärmerei. dass er es wie eine Scehmach 
der Synthesis aufnahm, wenn bisweilen die Analysis. deren Macht er nich! 
unlerschätzte. gleiche oder gar weitergreifende Resultate brachte. 

Diese Hinzebung hal er noch in einer letztwilligen Verordnung be- 
kundel. welche dureh Stiftung eines Preises für synthetische Geometrie auch 
in der Zukunft die Kräfte der Mathematiker auf diesen Zweie der Wissen- 


sehafl zu lenken sucht. 


Heidelberg. den 22. April 1563 


Otto Hesse. 
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Ueber die Reibung der Flüssigkeiten. 
Nachtrag zu der Abhandlung Seite 229 Band 59 dieses Journals 


(Von Herrn Oskar Emil Meyer in Göttingen.) 


& 1. 


I: der in der Ueberschrift genannten Abhandlung habe ich die mathe- 
maösche Theorie einer Methode entwickelt. welche Coulomb zur experimentellen 
Bestimmung der inneren Reibung von Flüssigkeiten erfunden hat *). Ich habe 
die für dies Problem geltenden simultanen partiellen Differentialgleichungen 
durch eine Reihe von parlicularen Lösungen integrirt. Dabei zeigte sich der 
dieser Art von Aufgaben eigenthümliche Umstand. dass die partieularen Lö- 
sungen theils in reeller theils in complex-imaginärer Form auftraten. 

Die Natur der allgemeinen Lösung habe ich dann einer besonderen 
Discussion für den Fall unterworfen, dass die Nüssige Umgebung des Apparals 
unbegrenzt ist. In diesem Falle giebt es zwei complex-imaginäre Lösungen. 
und es ist leicht nachzuweisen, dass die Summe der unendlich vielen reellen 
mit wachsender Zeit weit rascher verschwindet als die ersteren. so dass sie 
bald zu vernachlässigen ist. 

Den allgemeineren Fall einer von festen Wänden begrenzten Flüssig- 
keit habe ich nicht näher untersucht. Vielmehr habe ich nur die Form der 
Lösungen der Dilferentialgleichungen entwickelt. ohne indess unter diesen die 
complex-imaginären von den reellen zu sondern oder auch nur nachzuweisen. 
dass unter ihnen complex-imaginäre enthalten sein können. noch zu bestimmen. 
wie viele derselben exisliren. 


*) Seit der Publication dieser Arbeit ist mir eine zweite Abhandlung von Stohes 
über Reibung (Transactions of the Cambridge philosophical society Vol. 9, part 2. 1551 
bekannt geworden, in welcher derselbe ausser verschiedenen anderen P en auch 
die später von mir gelöste Aufgabe behandelt (Art.7 und Note B). Ich mache daher 
auf Priorität keinen Anspruch, wenn auch unsere Methoden und Endformeln von ein- 
ander sehr verschieden sind. 

Stokes berechnet in dieser Abhandlung aus den bis dahin angestellten Beobach- 
tungen numerische Werthe der Reibung verschiedener Flüssigkeiten. Diese stimmen 
für "tropfbare Flüssigkeiten mit meinen Zahlen überein; dagegen weicht der für atmo- 
sphärische Luft berechnete Werth beträchtlich von meinen 3estimmungen (Bd. 59 
S. 281) ab. Ich will desshalb hier vorläufig bemerken, dass meine Beobachtungen 
eine noch nicht berücksichtigte Fehlerquelle enthalten, worauf ich an einem anderen 


Orte zurückkommen werde. 
Journal für Mathematik Bd. LXU. Heft 3. 26 
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Diese Lücke beabsichtige ich durch die gegenwärtige Mittheilung aus- 
zufüllen. Ich werde den Beweis führen, dass unter der früher anfeestellten 
unendlichen Reihe von particularen Lösungen je nach den Umständen entweder 
swei oder keine von complex-imaginärer Form enthalten sind. 

Das physikalische Interesse dieses Beweises liegt darin. dass nach der 
[früheren Abhandlung die complex-imaginären Glieder, zu einem vereinigt. das 
(slied bilden. von dem die Periodieität der Bewegung abhängt. Es wird also 
zugleich bewiesen, dass die Schwingungsdauer und das logarithmische Deere- 
ment der Schwingungsbögen des Conlombschen Apparates eindeutige Grössen, 
also unabhängig vom Anfangszustande der Bewegung sind, falls überhaupt pe- 
riodische Bewegung zu Stande kommt. Eine solche findet nicht mehr stalt. 
wenn die Ausdehnung der Flüssigkeit sehr beschränkt und dadurch der Ein- 
luss ihrer inneren Reibung so sehr vermehrt wird, dass die Reibungskräfte 
über die anderen auf den Apparat wirkenden Kräfte, welche regelmässig 
wiederkehrende Oseillationen hervorzurufen streben, das Uebergewicht erhalten. 

Ausser diesem physikalischen Interesse besitzt die Aufgabe ein nich! 
veringeres malhematisches. Die parlieularen Lösungen der Differentialgleichun- 
oen werden nämlich bestimmt durch die Quadrate der Wurzeln einer trans- 
cendenten Gleichung. welche gleiche positive und negalive Wurzeln besitzt. 
Die reelle oder imaginäre Form der Lösungen hängt von der der Wurzeln 
ab. Die Lösung des Problems ist hierdurch darauf zurückgeführt, von einer 
gewissen Iranscendenten Gleichung zu beweisen, dass sie ausser unendlich 
vielen reellen Wurzeln je nach dem Werthe der in ihr enthaltenen Parameter 
entweder vier oder keine complex-imaginären Wurzeln besitzt. Diese Eigen- 
schaft jener Gleichung aber scheint mir merkwürdig genug zu sein. um eine 
besondere Beachtung zu verdienen. 

S. 2. 
Ueber die endliche Anzahl der complex-imaginären Wurzeln einer transcendenten 
Gleichung. 

Die in Rede stehende transcendente Gleichung erscheint in meiner er- 
wähnten Abhandlung in mehreren verwandten Formen. welche je nach der 
Natur des physikalischen Problems. dem sie entsprechen, ein mehr oder minder 
complieirtes Ansehen haben. Die allgemeinste Form ist (Gleichung (14.) $.8. 
S. 285. Bd. 59) 

COS MC u cosme' } 


ge 2 er m > m R Fer . 
3 sinme’ + m£, cosme' \ 





a: ) 
iA 0 — m’+a*—2m? Pr 


sin me + m£, cosme 
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) n "» ] 


Hierin bezeichnet m die gesuchte Wurzel, und es sind @, 9. 9, 5. U. e. e 
reelle positive Grössen. Die Gleichung bezieht sich auf das physikalische 
Problem. die Bewegung des Coulombschen Apparats zu bestimmen. wenn die 
Scheibe desselben sich in der Grenze zweier an derselben nicht adhäriren- 
den Flüssiekeiten befindet. Haften die Flüssiekeiten aber an der Scheibe. so 
wird © =0 und 5, =0. und die Gleichune (1.) wird einfacher 


\ T | + ’ .) » . 
2.) 0 m'+ 0" — 2m’ } 5, ele me -+- ,cteme' 


re 
Sind beide Flüssigkeiten eleich. befindet sich also die Scheibe ö» einer Flüssie- 
keit. so wird % = 9, = P und (Gleichung (10.) 8.6. 8.249. Bd. 59) 


» ! ' 


3. 0 = m’+0o*— 2m’ (cteme -+ cle me 
Belindet sich endlich die Scheibe ö» der Mitte der Flüssigkeit, so wird e ec’ und 
I.) 0 = m’+0o*— 4m’ elgme. 

Es ist nachzuweisen, dass einer der Gleichungen (1.) bis (4.) je nach 
dem positiv und reell vorausgeselzien Werthe der Parameler vier oder keine 
complex - imaginären Wurzeln m genügen. Dies habe ich in der früheren Ab- 
handlune (Bd. 59. S.256 und 292) für den speeciellen Fall unendlich grosser 
e und ce’ daraus bewiesen, dass in diesem Falle für complexe m die Gleichun- 
ven sich in algebraische Gleichungen verwandeln. Ich will jetzt denselben 
Beweis ohne jene beschränkende Vorausselzung führen. 

Um die Betrachtung möglichst von weitläufigen Rechnungen frei zu 
halten. beschränke ich dieselbe auf die Untersuchung der einfachsten Form 
der Gleichungen, wie sie die Gleichung (4.) darstellt. Es wird sich schliesslich 
leicht ergeben. wie der Beweis alleemeiner zu führen ist. 

Ich bringe zunächst die Gleichung (4.) auf die Form 


9.) 0 DB -— to mc. 
m 7% 


Dann zerlege ich den algebraischen Theil in Parlialbrüche und entwickle 


ebenfalls die Tangente nach Partialbrüchen: so erhalte ich 


9 2y2B(my2+a)  ?2y2Pdlkmy2—e) 2me 2mec 
(ei LeyLe ! RI Wein Te mn: 
l Y t a r Ü m - @) & m « (3 7) m « a 7T 
8X 2mec 
an — 1 
me — | — —— A 
2 


Breche ich diese Reihe nach dem »'” Gliede der Tangenteneniwickelung 


ab. so besteht die Gleichung aus »--2 Gliedern. Schaffe ich die Nenner 
26 * 
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durch Multiplication fort und dividire durch den gemeinsamen Factor m. so 
bleibt eine algebraische Gleichung, welche für m’ vom (»-+1)'" Grade ist. 
Sie hat also (»-+1) Wurzeln m’. Nun ist leicht einzusehen, dass von diesen 
(a+1) Wurzeln mindestens (2—1) reell und positiv sein müssen. Denn da 


mit wachsendem reellen positiven m die Function 











2y2 P(my2-+ao) , ?2y2P(myY2—e) | 2mce | 2me | 
(my2+e)”+e? ' (my2-o)”’ + "m e— An) | m’c- (in) 
N 
(d.) | me 
120: ee e 
| m’c’ — | —— n 
2 
[ür die Werthe 
u; | zu—1 \’ 
Eu ‘8 2 ui 7 
w"c=i(iIn), (2), (Un), -»--- —n] 


negativ unendlich gross und gleich darauf positiv unendlich gross wird. ohne für 
andere reelle Werlhe von m unstelig zu werden, so ist klar, dass zwischen 
A FU Pi Es Ey an—3 n\’ 2n—1ra\ 
2 - ke 3 . (4 EEE ) EEE \ 
(4 —) und (3 L (3 —) und (3), - - - 5 und "rt 
mindestens je ein positiver reeller Werth von m’ liegen muss. welcher die 
unter (7.) angegebene Function =0 macht. Die betrachtete Gleichung (»+1)'" 


(Grades hat also mindestens (»2—1) posilive Wurzeln m’. Ausser diesen können 
Die 





ihr höchstens zwei negative oder imaginäre Werthe von m’ genügen. 
Gleichung besitzt also höchstens vier imaginäre Wurzeln m. 

Dieser Beweis gilt für jede ganze Zahl », also auch für einen beliebig 
vrossen Werth derselben. Lässt man nun » beliebig wachsen. so bringt man 
dadurch die algebraische Gleichung bis zu jedem beliebigen Grade der Ge- 
nauiekeit in Uebereinstimmung mit der Gleichung (6.), also auch mit der mit 
letzterer identischen transcendenten Gleichung (9.). Damit ist bewiesen. dass 
auch die Gleichung (5.) nicht mehr als höchstens vier imaginäre Wurzeln m 
besitzen kann. 

Die möglichen Werthe der Anzahl der imaginären m sind also 0, 1. 
2.3. 4. Von diesen Möglichkeiten bleiben aber nur die ersie und die letzte, 
0 und 4. und zwar in Folge einer Bemerkung, welche ich schon in der frü- 
heren Arbeit gemacht habe. Rein imaginäre Werthe von m können nämlich. 
wie leicht einzusehen ist, der Gleichung nicht genügen; die imaginären Werthe 
von m sind also von der complexen Form m = a+bi, wo i=y-—l ist. Ge- 
nügt aber dieser Werth, so erfüllt die Gleichung auch der andere a—bi, und 
Besitzt 


die mil enigegengesetztem Zeichen behafteten —a—bi und —a-+bi. 
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also die Gleichung (9.) überhaupt imaginäre Wurzeln, so besitzt sie deren nicht 
mehr und nicht weniger als vier, und zwar von complex -imaginärer Form. 


$. 93. 
Andre Art des Beweises. 

Das gefundene Resultat ist ein specieller Fall eines allgemeinen Theo- 
rems, des Theorems nämlich, das jede monodrome und monogene Funetion 
im ganzen Intervalle aller reellen und imaginären Werthe ihres Arguments 
ebenso oft unendlich gross wie unendlich klein wird. wobei auf die Ordnune 
des unendlich Kleinen und unendlich Grossen Rücksicht zu nehmen ist. 

Wendet man dieses Theorem auf den vorliegenden Fall an. so wird 
die Function 

Fo B.. ni — leme 
m'+- a ” 
immer nur unendlich gross erster Ordnung. Es Iritt aber die Schwierigkeit 
ein, dass die Function für unendlich grosse reelle m keine bestimmte Bedeu- 
tung mehr behält. 

Nun ist früher bewiesen (Bd. 59. S. 253), dass. wenn m = a-+-bi ein 
complex-imaginärer Werth ist. der P=0 macht, immer 

ee 
ist; demnach wird P für sehr grosse imaginäre m nie O, ebensowenig x. 
Andererseits überzeugt man sich durch Construction zweier Curven. deren 
Abseissen m und deren Ordinaten 


45m’ 
P= E und q=tgme 





m 


sind, für alle reellen Werthe von m leicht davon. dass zwischen je zwei 
hinlänglich grossen Werthen von m’, für welche g= x wird. immer ein, 
aber auch nur ein reeller Werth von m’ liegt, für welchen p =g wird. Für 
reelle m von grossem absoluten Werthe wechseln also die Punkte. für welche 
die Function P Null oder unendlich wird, regelmässig ab. 

Demnach bleibt jener allgemeine Lehrsatz für die Function P ange- 
nähert richtige, wenn ich das Intervall der unbeschränkt Veränderlichen m nicht 


bis ins Unendliche sondern bis zu einer sehr grossen oberen Grenze aus- 
dehne. Da ich diese Grenze beliebig gross wählen kann, so kann ich in der 
Anwendung jenes Satzes auf die Function ? jeden beliebigen Grad von Strenge 


erreichen. d. h. exacte Resultate finden. 
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Ich wähle nun die Grenzen für die reellen Werthe von m so. dass 
dieselben 2» Zweige der Curve q umfassen. und verstehe unter » eine ganze 
Zahl von beliebiser Grösse. Im imasinären Intervall reicht die Bestimmune 
aus. dass die Bestandtheile @« und b von m = abi grösser als @ sind. Inner- 
halb dieser Grenzen lassen sich nun leicht die Werthe von m aufzählen. für 
welehe P=0 oder x wird. 

Die Function P wird zunächst unendlich eross für vier imaginäre 
Wurzeln », welche der Gleichung 


+ 


0 m’ -- 0 
venüven. ferner für 2» reelle Werthe von m. Denn da das Intervall 2» 
Zweige der Curve g umfasst. so wird in demselben g, also auch P, 2nmal 
unendlich. Demnach wird innerhalb der gewählten Grenzen die Function P 
überhaupt (2»--4) mal unendlich gross. 

Ks lässt sich ferner ein Minimum der Anzahl reeller m. welche P=0 
machen, in jenem Intervall angeben. Da nämlich die Curve p jeden Zweig 
der Curve q mindestens einmal schneiden muss, und da innerhalb der Grenze 
2n Zweige der Curve g liegen, so wird innerhalb derselben mindestens 2» mal 
die Ordinate p» gleich der Ordinate q. oder es wird P für mindestens 2» 
reelle Werthe von m eleich Null. 

Da nun innerhalb jener sehr grossen Grenze die Anzahl der Unend- 
lichkeitspunkte von P gleich der der Nullpunkte sein muss. so folgt. dass P 
höchstens für vier imaginäre Werlhe von m verschwinden kann. 

Diese veränderte Form des Beweises zeigt die enge Beziehung zwischen 
den imarinären Werlhen von m, welche ?P=0 machen. und denen. für welche 
es unendlich wird. also die Verwandischaft der betrachteten transcendenten 
(dleichung mit der algebraischen m’-+-«*—=0. in welche sie übergeht. wenn 


bei dem physikalischen Probleme von der Reibung abstrahirt wird. 


$. 4. 
Bedingungen für das Auftreten der vier complex-imaginären Wurzeln. 
Nach dem Vorigen ist die Anzahl der complex-imaginären Wurzeln 
der Gleichung (5.) entweder 4 oder ©. Es bleibt zu untersuchen übrig. 
welche dieser beiden Möglichkeiten stattfindet, und unter welchen Umständen. 


Dies kann auf geomelrischem Wege geschehen. 
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Ich bringe zunächst die Gleichung (5.) auf die Form 
4Am’ 


(8; me Arcte — 
m'—+ «®° 


und construire dann die beiden Curven. deren Ordinaten 


43m’ 
(9.\ y=me, 3 = Arcte —. 


4 


IN m 5 


sind. für jeden positiven reellen Werth der Abseisse m. Ein Durchschnitts- 
punkt beider Curven hat zur Abseisse eine Wurzel der Gleichung (5.). Von 
den negativen Werthen der Abseisse kann ich dabei absehen. da die positiven 
und negaliven Wurzeln der Gleichung (5.) einander gleich sind. 

Die Curve y ist eine gegen die Abseissenaxe geneiel ansteigende 
gerade Linie. Dagegen besteht die Curve z aus unendlich vielen Zweigen. 
welche einander parallel im Abstande von einander verlaufen. Von diesen 
Zweigen kann ich diejenigen unberücksichtigt lassen, welche auf der neoaliven 
Seite der Abseissenaxe liegen. da diese nicht zum Durchschnitt mit der veraden 
Linie kommen. Der Verlauf eines solchen Zweiges ist aus den Differential- 


quotienlen von 2 leicht zu übersehen. Man hal 


dz 12 m’ (da'*— m’ 
— f} -_ - Er 
40, \ dm (m’--a*)’-- (4m? 
d’z Q ni’ -- a‘) (m’— 12a! m’ 3a”) — Yba'A’m 
- Sspm = " . Fer 
dm ((m'-- a) + (48 m°)’)‘ 
Die Curve steigt also von Ö, 7, 27, ... aus mil wachsendem m» anfangs an. 


I 
erreicht bei m = «ey» ein Maximum und nähert sich in der Unendlichkeit 


asymptolisch der Abseissenaxe. Auf beiden Seiten des Maximums findet ein 

Wechsel der Krümmung statt: das erste Mal bei einem Werlthe von m. wel- 
Be. 

cher zwischen O und «@y0.3 liegt: das andere Mal. nachdem m grösser als 


(nennen 
ey11.7 geworden ist. Die Curve kehrt der Abseissenaxe anfangs ihre con- 


vexe, dann sehr bald ihre concave und endlich wieder ihre convexe Seite 
zu. Die Werthe ihrer Ordinaten liegen zwischen O und 47, und 3, u. s. F 

Eine Curve von dieser Beschaffenheit kann von einer voeraden Linie 
im Allgemeinen in drei Punkten geschnitten werden. Doch lässt sich leicht 
beweisen, dass eine vom Anfangspunkte der Coordinaten ausgehende Gerade 
nur den ersten Curvenzweig. d.h. den Zweig dreimal schneiden kann. der 
ebenfalls durch den Coordinatenanfangspunkt geht: alle folgenden Zweige 


kann sie nur einmal schneiden. 
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Denn wenn die Gerade durch den Anfangspunkt der Coordinaten geht. 
so liegen zwei der drei Durchschnittspunkte nothwendig auf verschiedenen 
Seiten der Stelle, an welcher die Curve am stärksten ansteigt. also der Stelle 
deren Abseisse die kleinste posilive Wurzel der Gleichung 


d’z 
0= — 
dm’ 
oder 
11.) 0 — (m!+0*) (m —12u*m* + 30°) — I6u* 3°’ m" 
ist. Wenn nun bewiesen wird, dass eine vom Anfangspunkte der Coordinaten 


nach dem Punkte des stärksten Ansteigens im zweiten Curvenzweige ge- 
zogene eerade Linie stärker ansteigt, als die Curve in diesem Punkte, so ist 
damit ebenfalls bewiesen. dass der zweite und alle folgenden Curvenzweige 
von einer durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehenden geraden Linie 
nie mehr als einmal getroffen werden können. Dasselbe ist bewiesen. wenn 
ich zeige. dass eine durch den Punkt des stärksten Ansteigens im ersten 
Curvenzweige an diesen gelegte Tangente die negalive 3-Axe in einem 
Punkte schneidet, welcher näher am Coordinaten-Anfangspunkte liegt, als der 
Abstand ı der Curvenzweige von einander beträgt. 

Dies folgt aus dem kleinen Werthe von m, welcher dem Maximum 
des Ansteigens entspricht. Lege ich an einen Punkt der Curve eine Tan- 


oenle. so ist deren Gleichung. wenn # und © ihre laufenden Coordinaten sind. 


279,3 ‚N 
4 | 2 m’ (3a' — m’) 
(12.) 049 = 4 —  —  — a N. 
ni (m'+ «'’)’+ (43m°) 


Hierin bezeichnet ®, den Abstand des auf der negativen Seite der Ordinaten- 
axe liegenden Durchschnittspunkts derselben mit der Tangente. und es hat 
den Werth 


43,\ 4m’ (3a' — m‘) 
REN | (m’-+ a)’ + (4Pm?)” m'-—- «' 





Berührt nun die Tangente den Punkt des stärksten Ansteigens, so genügt m 
der Gleichung (11.). Mittelst derselben eliminire ich die CGonstante 5 aus dem 
ersten Gliede der Gleichung (13.). Bringe ich zunächst die Gleichung (11.) 
auf die Form 


(11’.) 0 = (m?-+0*) (3a — m*)” — 60° ((m’-+ a*)'-- (4Pm’) 


} 
so wird Gleichung (13. 
I 243m’a* j — Arcig : 


m’+ a 





(m! ta (3a* — m‘) 








4 
Fe 
Er 
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und nach Gleichung (11.) 


a ' 6(m’— 12a! m!-+ 3a”) 49m’ 
Arcıe er 


" 
I ı 
2 [44 


0 3a'— m! I m’-- a m 
W " . a m. 2 ’ z . h % .. . « 
Setze ich dann m ze’, so hieet nach dem Früheren 2 zwischen den Grenzen 


O0 und 0.3: und es wird 


f Te 19 m’ 
a} Arctg m. 


3—4 1--x% m'--@ 

Bei den angegebenen Grenzen für z nimmt das erste Glied seinen erösslen 
Werth für z=0 an. und zwar erhält es den Werth 2. also einen Werth. 
der kleiner isi als . Die Arctangente aber lieei. da vom ersien Curven- 
zweige die Rede isi,. zwischen den Grenzen O0 und 47. Demnach muss 


0 er 


sein; und damit ist nach dem Obigen die Behauptung bewiesen. dass nur der 
erste Zweig der Curve z von der Geraden y dreimal und alle anderen nur 
einmal geschnitten werden können. 

Da nun die Abseissen der Durchschnittspunkte der Curven und der 
Geraden Wurzeln der Gleichune /5.) sind. so ereiebt sich in Bezue auf die 
reelien positiven Wurzeln dieser Gleichung, dass ersiens m = 0 der Gleichung 
genügt. dass zweitens in dem Intervalle O-_ me <- Ir entweder zwei oder 


keine Wurzeln liegen. und endlich. dass in jedem folgenden Intervalle 


ame < 37, 27 <me<3r ete. je eine Wurzel der Gleichung liegt, 
während die zwischenliegenden Intervalle Ir <_ me _ a, 32 <— me = 27 ele. 


deren keine enthalten. Die negativen Wurzeln sind den positiven dem ab- 


soluten Werlhe nach gieich. 

Vergleichen wir dies Resultat mit dem in $. 2 gewonnenen. so zeig! 
sich. dass die in dem Intervalle 0 me <_ !r liegenden zwei Wurzeln, so 
wie die in dem entsprechenden negativen Intervalle enthaltenen zwei. welche 
vier nicht unter allen Umständen auftreten. identisch sind mit den vier Wur- 
zeln. welche nach $. 2 möglicher Weise imaginär werden können. 

Hiernach lassen sich leicht die Bedingungen aufstellen. unter denen 
diese vier Wurzeln reell sind. sowie diejenigen. unter denen sie imaginär 
werden. Sie sind reell, wenn die Gerade y = me mit der Abseissenaxe einen 
kleineren Winkel einschliesst, als die vom Anfangspunkte der Goordinalen 

4Pm’ 


an die Curve 3 = Arcig mi gi gezogene Tangente mit derselben Axe bildet; 
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- 


sie sind dagegen imaginär. wenn der Winkel der Geraden gegen die Axe 
grösser ist als der der Tangente. 

Die Abseisse m, des Punktes. an welchem diese Tangente die Curve 
> berührt, wird durch die Bedingung bestimmt, dass die früher mit v, be- 


- 


zeichnete Grösse verschwinde, also durch die Gleichung 





49 17? 1: RE a: an 
(14.\ \rclo 49 Mm, 45 m, (3a iM, ) 
\ wi + . ” R t 2 / 4 IN 2 were 3 Try Pr 
m, — & m} -+ a*)’—+ (4Pm}) 


welche mit der Bedingung nach m, aufzulösen ist. dass die Arclangente zwi- 
Unter dieser Be- 


schen O und 3 liege. und dass m, positiv und reell sei. 


schränkung hat die Gleichung, wie die Natur der Curve z beweist, ausser 
den Wurzeln m, =O und m, = x. welche nicht in Frage kommen. nur eine 
posilive reelle Wurzel. 

Hiernach ist unter Rücksicht auf die erste Gleichung (10.) die Be- 
dingung für das Auftreten tmaginärer Wurzeln der Gleichung \>.) 


4d m, (3a@'— m! 
(m! -+a*)’-- (49m?)’ 


(19. "> 
wo m, der Gleichung (14.) genügt. Ist ce kleiner als diese Grenze, so ver- 
wandeln sich die imaginären Wurzeln in reelle. 
lem aus Gleichung (14.) und 


Um eine angenäherte Vorstellung von « 
(15.) folgenden Grenzwerthe von e zu gewinnen. führe ich die bei den an- 
' eine kleine Grösse 


x 


gesiellten Experimenten erfüllte Voraussetzung ein. dass | 
Durch Entwickelung der Arctangente erhalte ich aus Gleichung (14.) 


sel. 
/ 2.4 
(14°,) de —mı = (mi-+e*)11-+3M- 3 M-+:--}, 

wo zur Abkürzung 

y . (4ö8m})' BrE 

ö (m! + a’ )’+(4Am})’ 
oesetzt ist. Demnach ist 

m, = 0—|, 


AB 


wenn Ö eine positive Grösse von der Ordnung /° bezeichnet. Dadurch wird 


die Ungleichheit (19.) 


x 


(15°.) C 


wo € eine positive Grösse von der Ordnung 9° ist. Bis auf Grössen von 


der Ordnung 9" ist also die Bedingung für das Auftreten der vier imaginären 


Wurzeln der Gleichung (D.) 


(16.) w«e>2RPß; 





P£ 
&f 
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findet die umgekehrte Relation 
oe: 275 

statt, so verwandeln sich auch diese vier Wurzeln in reelle. 
In der früheren Abhandlung habe ich die hier benutzte eeomeirische 


Methode ebenfalls auf die Curven 


) { 
in — (X 


Im’ 


z, =cteme und 3 


sowie auf einige alleemeinere Funelionen angewandt. Ich habe dabei über- 
sehen. dass in der Nähe des Punktes » = 0. in welchem die Ordinaten dieser 
Curven unendlich werden. ein dreifacher Durchschnitt beider Curven stall- 
finden kann. Es hat indess dieser Fehler keine anderen Foleen. als dass ein 
nicht weiter benutztes Theorem unrichtie aneeeeben ist. Nach demselben 
sollte die Anzahl der reellen Wurzeln m» der Gleichune 

m’. 


(0) — clio me 
am 


plus der der Wurzeln » der Gleichung 

0) sinn»e 
von den Werthen der Parameter «, 9. e unabhängig sein. Dieser Salz gilt 
aber nur. wenn das Wort reellen gestrichen wird. Hiernach sind Seite 250 


und 251. sowie Seite 287 Band 59 zu verbessern. 


8. 9. 
Darstellung der imaginären Wurzeln. 
Zur Entwickelung der vier imaginären Wurzeln der Gleichune (9. 
bietet sich von seibst der Weg, diese Gleichung in der Form 
17.) 0 = m’—4pm’cigme-+-o* 
als algebraische Gleichung vierten Grades. in welcher der Coefficient des 


zweiten Gliedes noch zu entwickeln ist. anzusehen und durch Näherune auf- 


zulösen. 
Im Falle eines sehr grossen Werthes von ce hat man für m -atbi 
angenähert ctg(a+bi)e= fi, so dass man zunächst statt der Gleichung (17.) 


selzen darf: 
18°.) O0=m’+4Pim’+a, m=artbi, 
falls man bei der Auflösung beachtet, dass b als eine an sich posilive reelle 


Grösse vorausgesetzt ist. 


a7 * 
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Im anderen extremen Falle eines sehr kleinen e kann man in erster 


Annäherung statt der Gleichune (17.) setzen: 
= lo) \ 5 
18.) 0 = m"!—-4-— m+at, 


Endlieh drittens kann man auch von der einfachen Gleichung 
(18°.) 0 = m’-+o 


ausgehen, welche ebenfalls in der Regel gute Annäherungswerthe liefern wird. 
da eine Wurzel m = a-+-bi der Gleichung (17.) die Eigenschaft hat, dass 
a’ + b’ <_ 0° ist. 

Berechnet man mit einem so erhaltenen ersten angenäherten Werthe 
von m die Function etgme oder auch das ganze Glied 4m’ ctgme und setzt 
das Resultat in die Gleichung (17.) ein. so erhält man durch Auflösen eine 


zweite Annäherung, u. Ss. W. 


S. 6. 
Aehnliche transcendente Gleichungen. 

Ich habe die Untersuchung der Eigenschaften einer gewissen Ülasse 
von transcendenten Gleichungen an die einfachste specielle Form derselben. 
wie sie in der Gleichung (5.) enthalten ist, geknüpft, um Weitläufigkeiten und 
unnülze Rechnungen zu vermeiden. Es ist indess das benutzte Verfahren 
ebenfalls anwendbar, wenn die transcendente Gleichung eine der allgemeineren 
Formen der Gleichungen (1.) bis (3.) oder eine ähnliche Gestalt besitzt. 

Die zweite Art des Beweises (8.3) führt nach Division der Gleichung 
durch (m*'--«*) auch in diesen allgemeineren Fällen sofort zu dem Resultate, 
dass die Gleichung höchstens vier imaginäre Wurzeln besitzen kann. 

Auch das erste Verfahren ($. 2) ist selbst auf die allgemeinste Form 
(Gleichung (1.)) leicht direct anwendbar. Denn es lassen sich auch die 
Funetionen 


COSME COS mc! 


— und —— -. 
sın mc — ML, COSME 





sin me +- m£, cos mc 


wenn ce, ce, &. &; reell sind. in eine convergente Reihe von Partialbrüchen 
entwickeln. was ebenso wie für die speciellere Function der Cotangente be- 
wiesen werden kann. Diese Entwickelung lässt sich dann untersuchen, indem 


man sie nach dem x“ Gliede abbricht und darauf x» beliebig wachsen lässt. 
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Man kann indess diese neue Entwickelunge vermeiden und braucht nur 
die der Tangente anzuwenden. wenn man die Gleichung /1. auf die Form 


\ ß, 3 ! 


(19. 0 m’ + a*— 2m’ 


'm£, te me "mL - teme' 
bringt und nun die Tangenten entwickelt. Das weitere Verfahren ist dann 
ganz dasselbe wie früher. und man gelangt zu demselben Resultate. Es be- 
sitzen auch die allgemeineren Gleichungen 1.) bis 3.) entweder vier oder 
keine complex-imaginären Wurzeln, und zwar das eine oder das andere je 


nach dem Werthe der in ihnen enthaltenen positiven Constanten. 


5 8. 
Folgerungen tür dıe physikalische Autgabe. 

Wir wenden uns nach dieser mathematischen Untersuchune zurück zu 
der physikalischen Aufgabe, welche auf dieselbe geführt hat. und untersuchen 
den Ausdruck für die Winkelablenkunge des Coulombschen Apparats, für die 
Winkelgeschwindigkeit desselben sowie eines Theilchens der Flüssiekeit. in 
welcher derselbe oseillirt (Gleg. (19.) $. 6. 8. 253 und Glee. (16. ©. 8. 
S. 285. Bd. 59). 

Hierbei sind zwei Fälle zu unterscheiden. der Fall nämlich. in welchem 
die transcendente Gleichung vier complexe Wurzeln besitzt. und derjenige. 
dass auch diese vier. wie die übrieen. reell sind. Nach der Bedineune (15. 
tritt der Fall der Existenz complex-imaginärer Wurzeln ein, wenn die 
Scheibe des Coalombschen Apparats sich in einer Entfernung von den Wänden 
des Gefässes befindet, welche grösser ist als eine von den übrigen in Betracht! 
kommenden Constanten des Apparats und der flüssigen Umgebung abhängige 
Grenze. Denn die Grössen e und e' sind den Entfernungen der Scheibe von 
den Wänden proportional (Formeln (2.) $. 6. 8. 248 und (7.) $. 8. S. 281. 
Bd. 59.). Werden die Abstände kleiner, so werden alle Wurzeln der 
Gleichung reell. 

jetrachten wir zunächst den Fall. dass diese Entlernunsen sehr eross 
sind. so erhalten wir ein ähnliches Resultat, wie es früher für den Grenzfa!l 
unendlicher Ausdehnung der flüssigen Umgebung „efunden wurde. Wir er- 
halten in der Entwickelunge der gesuchten Functionen zunächst zwei von den 
complexen m herrührende Glieder. Dieselben zeigen. mit einander vereinig!. 


das Gesetz regelmässig wiederkehrender und zugleich in geometrischer Pro- 


eression abnehmender Osecillationen. Ausserdem erscheint aus den reellen 
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Werthen von m eine unendliche Reihe von Gliedern. welche nichts Periodisches 
enthalten. sondern nur mit wachsender Zeit in geometrischem Verhältnisse 
abnehmen. Als Funetion der Entfernung eines Flüssigkeitstheilchens von der 
Scheibe bilden dieselben eine trigonometrische Reibe. In dem Grenzfalle 
unbegrenzter Ausdehnung der flüssigen Umgebung liess sich diese Reihe zu 
einem bestimmten Integrale zusammenfassen. und von demselben war es nicht 
schwer zu beweisen. dass es mil wachsender Zeit weil rascher verschwindet. 
als die periodischen Glieder. so dass es sehr bald gegen dieselben vernach- 
lässig! werden darf. Im vorliegenden allgemeineren Falle verwandelt sich 
die trigonomeirische Reihe nicht mehr in ein Fonuriersches Inteeral. Man 
darf sie aber unter der Vorausselzung sehr grosser e und ce angenähert durch 
ein solches ersetzen und kann aus diesem den Beweis führen. dass ihre Summe 
mit wachsender Zeit sehr rasch verschwindet. 

Im anderen extremen Falle sehr kleiner Abstände der Scheibe von 
den Grefässwänden hat die transcendente Gleichung keine complexen Wurzeln. 
Yan erhält daher in der Entwickelung der gesuchten Grössen von Functionen 
der Zeit lediglich Exponentialfunetionen mit negativen Exponenten. Von diesen 
verschwinden mil wachsender Zeit am langsamsien diejenigen. welche die 
kleinsten Exponenten enthalten. und diese sind daher nach einiger Zeit allein 


zu berücksichtigen. Durch die kleinen Werthe ihrer Exponenten zeichnen 
sich nun nach $. 3 zwei Glieder besonders aus. und diese rühren von den 
beiden Werthen von »» her. welche gewissermassen die Stelle der complex- 
imaeinären Werthe vertreten. Geren diese beiden Glieder kann man nach 
einiger Zeit alle übrigen vernachlässigen, und man erhält desshalb die ge- 
suchten Funetionen dargestellt durch zwei Exponeniialfunetionen der Zeit. 

In den zwischenliegenden Fällen lässt sich keine einfache Annäherung 
mehr angeben. Man erhält Ausdrücke. welche aus trieonomeitrischen und 
Exponentiallunelionen zusammengesetzt sind. so dass ein Geselz nicht mehr 
zu übersehen ist. Doch wird man auch wohl nicht in die Lage kommen, 
diese Fälle, sowie den zuletzt betrachteten sehr kleiner Abstände. der Beob- 
achtune zu unterwerfen: denn nur in den extremsten Umständen bemerkt man 


eine Abweichung von dem Gesetze periodischer Osecillationen. 


(Göttineen, im März 1863. 








Problematis geometrieci ad superficiem secundi 
ordinis per data puncta construendam speetantis 
solutio nova. 

(Auctore H. E. Schröter, Vratıslaviae.) 


Probiesis gravissimum superliciei secundi ordinis per novem puncta 
data construendae primum ab ill. Hesse *) solutum est. Quae solulio ex pro- 
prietatibus polaribus superlicierum s. 0. deducla. nec genuina nec salis ex- 
pedita videtur, ul auclor ipse adnotatl. Quare oplandum fuit, ut hujus pro- 
blematis solutio ratione simpliciore ac magis genuina e definitione quadanı 
geomelrica superficiei eliceretur.  Vestigia vero ill. Steiner persequens ill, 
Seydewitz primus generalem superfieiei s. 0. definitionem synthelicam in lucem 
protulit, nec non in commentatione **): „Konstruktion und Klassilication der 
Flächen zweiten Grades mittels projeklivischer Gebilde” problema spatii supra 
commemoratum ad aliud reduxit plani. quod his verbis enuntiat: 

Um ein gegebenes »-Eck (wo x eine durch die Natur der Aufgabe 
selbst erst zu bestimmende Zahl bedeute!) ein anderes zu beschreiben. 
welches mit einem zweilen gegebenen »-Eck in reciproker (oder colli- 
nearer) Beziehung stehe. 

Ad hoc problema, sola lineae rectae ope solvendum ill. Seydeiwitz 
I. c. geometros invilat nec ulique solulionem indireclam. quam ipse alflert. 
justam habuisse videtur. In hac commenlalione quaestionem proposilam via 
direcla aggredi conemur et per synthesin quandam, quae sponte sese olfert. 
absolvamus ($.5). An solutio. quam inveniemus ea simplieitate gaudeal, u! 
nihil amplius desiderandum linquat. leetor peritus dijudiecabit. 


Priusquam vero rem ipsam agerediamur. haud ineptum videtur, illam 


„ 


definitionem synthelicam superficiei 3. 0. in conspeelu ponere. quae lanquam 
[undamentum omnium quaestionum geomelricarum eirca superlicies s. 0. con- 
sideranda sit; quae quidem, mulatis mutandis, haee est: 

Si per punctum aliguod spatii P axes s et s' duorum fascium planorum 


(Ebenenbüschel) ducuntur et in altero puncto D centra duorum fascium radiorum 


*) Huj. Diar. t. XXIV, pag. 5b. 


a H 


**) Grunerts Archiv für Mathematik und Plysik Bd. IX, pag. 158#. 
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vr 


(Strahlenbuschel) in diversis planis E et E ponuntur, si deinde inter fasces 
planorum axıs s et radiorum plani E relatio, quae dieitur projectiva vel 
homographica coneipitur eodemgue modo inter fasces planorum axis s el 
radiorum plani E ita, ut planum commune, quod s et s conlinet, pro utrisque 
relationibus lineae intersectionis planorum E et E' respondeat — cuique radio 
a P ereunti, languam lineae intersectionis binorum planorum ad fasces (s) et (s‘) 
perlinenlium, respondebil unum certum planum per punetum PB transiens, quod 
conlinebit radios illıs planis respondentes: locus denique geometrieus ommium 
punelorum intersechonis, in quwibus bina membra correlativa congrediuntur, 
generalem effieit superficiem s. o., quae etiam centra P et % continet. 
Forsitan leetori gratum faciamus. si definitionem superficiei s. 0. eodem 
ex fonte derivalam., nolione projecliva vel homographica remota, sie enuntiemus: 
5: omnia plani eujuslibet puncta cum duobus centris P et 9. extra 
planum postlis, reelis conjunzerimus et per V plana normalia in omnibus radits, 
inde eweuntibus posuerimus, lalem et radiorum a P profieiscentium et planoram 
per D transeuntium relationem habemus, ut membrorum nnicuique unum tantınm 
respondeat: qua posilione, ut ita dieam perspectiva, utcungue mutata, locus 
geometriens ommium punectorum intersectionis, in quibus membra correlativa 
eonreniant, generalis fl superficies s. o0., quae eliam centra P et ‘W continet. 
Occasione daia haud abs re putamus. hoc loco dua Iheoremala ailerre, 
quae quidem ex Tonte tradito Huuni, nee usquam. quod seiam, enuntiala videniur:; 
quorum theoremalum primum hoc est: 
!. Coneipiantur quatuor qwilibet radii a,b, e, d proficiscentes a puncto 
Pet quatuwor plana A, DB, C, D per punetum B transeunlia (nee ternis radüs 
in eodem plano positis, nee ternis planis in eadem recla se ineicem secantibus) 
aet A,betBb,cettÜ, det D sibi 


respondeant, puneta effrerunt inlerseetionis haee: 


4 


radii et plana ejusmodi composita, wi 


qualnor , 


a, A) b.B e.c d.D 
es se: 
Ab,ab) BC, be CA,ca) (AD.ad BD, bd ED, cd 
quae decem puncta intersectionis wma cum punctis P et V in eadem super- 
fieie s. 0. sıta sunt. 
allerum vero hoe: 


II. Coneipiantur ires quilibet radı a. b. e exreuntes a puncto P nec 
7 


in eodem plano siti et tria plana A. B. Ü punctum VD transeuntia nec eandem 
/ l 
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ei 


rectam continentes, radii et plana ejusmodi composita, ut a et A, bet B, 
c et C sibi respondeant, puncta effieiunt intersectionis haee: 
(a, A) (b,B) (ec,C). 
(BC, be) (CA,ca) (AB, ab) 
quae sex puncla una cum P et ‘ talem formant figuram, ut quaeque super- 


ficies s. 0. per septem eorum ducta etiam per religuum punctum transeat *). 


54. 

Si omnia puneta plani cujuslibet E ad omnes lineas rectas alterius 
plani E ita referuntur, ut cuique punelo primi plani una certa recta alterius 
et vice versa respondeat, plana E et G aflinitate reeiproca gaudere appellamus. 

Quae affınitas, ut prorsus sit determinala. qualuor paria membrornm 


P.]} 


ad arbitrium respondentia ponere licet **); aliquod vero quintum membrum, 
quod dato quinto respondeat, hoc modo construi potest: 

Coneipiamus qualuor puncla a, @ a, a, plani E, quorum terna non 
posita sint in linea recta, et qualuor reclae A, W A, A, plani GE. illis punelis 
respondentes; detur autem quintum punetum a, ei quaeralur recla Y;. 

Desienemus br. ce. per characterem 

m m 
punctum interseclionis rectarum U; et U, et per 
Ol(abced....) 


fascem radiorum 0a, Ob, Oec, Od, ... vel etiam ralionem anharmonicam, 
quam ipsi radii constituunt. 
Quodsi in recta U, quartum punetum s,, ita eligimus, ut sil 
(8 85 8485) = 5 (0, 0,G,), a 
quo significelur, seriem punctorum $j 15 $14 $1; homographicam esse cum 
radiis @,@. a,4;. a,a,. a,a,; si deinde in recta A, quartum punelum s,, ita 


definimus, ut sit 
(82: 823 84 85) = & (0,0; 0, 0,), 


recta conjugens puncla s,; el s; 


(8155 825) = 


*) Conf. Hesse: de curvis et superficiebus secundi ordinis, huj. Diar. t. XX.p.297. 


**) Moebius, der barycentrische Kalkul. p. 433 ff. 
Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 3 28 
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eril quaesila; quomodo vero, dalis tribus punctis, quartum istud punclum, quod 


dalam ralionem anharmonicam effieiat, construatur, satis notum est *). 





$. 2. 
; A: ' 
Juum quatuor paria membrorum ee respondentium totam 
\ A,A,A,A 
l 2 3 } 


affinitatem reeiprocam determinent, patet, si reetam U, circum punctum quoddam 
{ixum «, eireumagimus. aliis membris immotis manentibus, affinitatem ipsam 
jam jamque mulari: quomodo aultem recla X, dato puncto «a, respondens ea 
de re movealur, quaeramus. 

Ducamus **) ergo qualuor reclas 8,,(8%8138148,)- qQuas secundum $ 1. 
dalam ralionem anharmonicam a, (a, a,a,«a,) amplecti oportet; quarum rectarum 
una quidem (s3,8,,) = U, immola manel. duae alterae aulem per puncta fixa s,; 
et «, Iransire coaclae sunt: unde apparel, eliam quarlam rectam (s3,8,,) per 
punelum fixum. quod p;,1, appellemus. nee minus rectam (s3,8:;) per alterum 
punclum fixum 23, esse transiluram. Puneta ipsa pa el Pa» In reeta con- 
jungente s, et «, sila esse, Jacile eruas. Quae quum ıla sint. puncta s,, el 
Ss, in reclis U, et W,, nee minus punclum s;,; in reeta U, series homographicas 
pereurrere videmus: quoniam in puncto interseclionis s, reelarum U, et %, 
punela eorrelaliva serierum, quas s;; el s,; deseribunt. ineidant. reclam con- 
jungentem (s; 8) per punetum fixum p; transire manffestum est: unde con- 
eludimus: 

Datis in plano E quinque punetis «@, @, a, a, a; in plano © aultem tribus 


reelis U, WU %, alque puncto «,. cireum quod recta 1, eireumagitur. allinitas 


+4) .» 
i ) 


‚na a, a,a,xNt ; x i 
: 7 B N} 4yr* ts Pr I; 
AA a N de (erminata paullatim 
u Mn 


It cıproca „ualuor paribus membrorum 


varialı reela vero U,. quae pro quaque ipsius N, positione puncto «a, respondel. 
per punelum quoddam fixum p, transibit et fascem deseribet homographicam 
cum fasce ab U, deseripto. 

Jam vero punetum p, eonstruamus hune in modum: 


Delintamus quarlum radium s,.0 Ita, ul habeamus 


3 28; , X - d, dd; dl; d,d- 
Steiner: Systematische Entwickelung der Abhängiekeit geometrischer Gestalten 
* “ “7. \ Ä 
von einander pag. YD. 


**) ],ector induleens rogatur, ut figuram, et hanc, et ınferiores, si necessarlas 


putet, Ipse describat. 
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et radium s,y ita, ut sit 
813 (82183 04%) a,(a,a,a,4;). 
punetum intersectionis 
833%, 813%) pP; 
erit quaesitum. 

Si condilionem adjieimus, ul reela X, per punetum quoddam datum 0. 
transeal, hane reclam unam tantum posilionem aceipere posse videmus. cam. 
dico. lineae conjungenlis «, p,: hine fluit Iheorema: 

Datis in plano E quinque punctis a, a a, a, a, et in plano © tribns 
rectis U, U, U, algque duobus punelis a, o,. statuere lieet, id, qguod uno tantum 
modo effici potest, ut haec plana affinitatem reciprocam habeant ita, ut membra 
a, et A,,. a, et Q,. a, et A, sibi respondeant, eae autem reclae, quae punelis 
a, a, responsurae sinl, per puncta eo, 0, transeant. 

Propter ea, quae inlra dieenda erunt, necesse videlur, ul construetionem 


\ 1: ) 4 EEE 
ipsam exhibeamus, eujus ope, aflinilale dalis / | a u 5 plane determinala. 
AAN, a,a,) 


reclam invenlamus, quae dato sexto punelo «a, respondeat. 

(uae construcltio. signilicalione nostra in usum vocala. sie explicari 
potest: 
Construamus quatuor reclas s,7, S37, 834. 8u3Y ia. ut habeamus 


’ 


DE: $12 913 O,CX ) d; «; d,.qd,qA-4, . 
IN 
S13 (82:18 4YY ) a,(a, a,0,4,4 


ei definiamus puncla inlerseetionis 


3 ’ 


(8; %, 55%) Ps: sy, 513 ) Ps: A) dl a 534 p 5,16 % 


a7 


PP) U; UWA)= Ss; ((Prs 825), Ar) = Su; (Si Pi 


Sy 
„is 


quae recla eril quaesila; demonstrationem. facile eruendam. praelermitlamus. 


Nihil vero obstat, quin hoc modo construamus: 


Sl, 5% ) P 15.26 » 
((&;,P; . A,) = 85; ((P15.20815) » Q.) = 8%; 
83P6) = Us; 


iere 


nam puncla 5, So; P, In eadem recla sila esse, eliam a posteriori nullo 


negolio demonstrari potest. 


S. 3. 
Nune vero figuram modo descriptam iterum moveri jubemus, reclam A, 
quaerendum ergo erit, 
28 * 


eircum punctum quoddam fixum «, eircumagentes: 
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auomodo recta U, ea de re movealur. Si constructionem paragraphi superioris 
anle oculos habemus. qualuor reclas S3X, 83T, $3Y. Say per puncta fixa 
Iineae conjungenlis @,e, transituras esse facile cognoseimus; nec fugit, fasces 
radiorum ab illis reetis deseriptos homographicos esse cum fasce ab A, de- 
scripto alque posilione perspecliva gaudere, quia omnia fascium centra in ea- 
dem recta. radios eorrelativos econlinente, posita sunt. Unde elucet, puneta 
Ps Ps Pas. In tribus lineis reclis moveri. quae per punctum s, transeunt. Ita- 
que series punctorum. ab p; Ps Pr. El s, deseriptae eadem relatione homo- 
oraphica et positione perspectiva gaudent; ita, ut reetam conjungentem (Ps;.16 $35) 
per punetum fixum transire coneludamus: denique vero punctum s,, pari modo 
seriem homographicam deseribet et recla conjungens (s, Ps) = U, per punctum 
fixum p, transibit: ne hoc novum punctum ps confundatur cum superiore, motu 
ıpso mulato, vix moneri necesse est. Jam investigemus, quemadmodum novum 
punelum fixum >, construamus; eum in finem duos casus speciales inquiramus 
positionis U;. qui construclionem ipsius WA, quam faeillimam praebeant; etenim 
sı in recla U, punetum r, ita eligimus, ut sit 

r, (82 030,0,) = A, (dd, 4,Q;) " 
eodemque mode in recta A, punctum r, ita, ut sit 

rt, (8:,030,0;) = G(A,Ad;A,4;, 
deinde, si duas reclas r,.x, r, y construimus ita, ut habeamus 

7, ($p030,X) = A, (Ü,A4,A4,4;). 

r, (8, 030,Y9) = a, (Q,45Q,4,), 
facile intelligimus, has duas rectas tanquam casus speciales ipsius U, inter- 
pretandas esse: unde punetum intersectionis 

n&8,rY) = Pe 
eril punctum quaesitum. 
Hine. si conditionem adjieiamus, ut recla U, per punctum quoddam 

datum e, Iranseat, hane reelam unam tanlum posilionem aceipere posse mani- 


iestum est. quae At linea conjungens («,p,): unde colligimus theorema: 


*) ıd, quod facıle eruas hoc modo: recta conjungens @,@, secet A, in puncto 0,; 
determmemus in recta @,@, quartum punetum 6, ita, ut habeamus 


0,0,0,0,) = 0, (0,4,4,4, 


et conjungamus @,0,, quae cum recta W, in puncto r, conveniat; punctum r, erit 
quaesitum. 
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Datis in plano E sex punetis a, a, a, a, a, a, et in plano GE duobus 
reclis U, U, atque quatuor punctis eo, 0, 0, e,. statnere licet, «tl hace plana 
affinitatem habeant reciprocam, ita, ul a, et A,. a, et Y, sibi respondeant. eae 
autem reclae, quae punclis a; a, a, a, responsurae sinl, per puncla 0,0, «- 0, 
transeant; quibus postulatis tota affinitas prorsus est determinata et uno tantum 
modo effici potest. 
a,a,aa,a\ 


, > ss * . . d 
Restat, ut explicemus, quomodo affinitate reciproca dalis wie 
(A, A, a,a,a.@ 


\ 
plane determinala, reclam construamus, quae dato seplimo puncto a- respondeat: 
quod paueis verbis exponamus: 
Punclis r, r, in reclis U, U, modo jam supra dieto determinatis. quatuor 
radios quaeramus nr, nz, r,9, r,y ita. ut habeamus 
r,(82030,,2€) = a,(9Q,0,0,0,4-), 
r, (8,030, 4% ) a, (da, 4,4, 4; 4,4; ) 
et definiamus puncla interseelionis 
nen) IHnd,rny)=p; (ne,rny) = Pam 
(pP) = U; (UA) = 80; ((Px,ı782); A) = 875 (8HP7) =; 
quae recla erit quaesita; demonstralionem sieul antea nullo fere neeolio 
eruendam praetermiltamus. Facile comprobatu est, eandem reclam nos in- 
venturos fuisse, si construclionem hane feeissemus: 


' 


nT,rY ) P 1,27» 


(U) = 805 (Pia), U) = sn: Sp) U. 


quia puncta s,; s; p- in eadem recta sita sunl. 


g. 4. 
\aa,a,a,a,a,\ 


formatam moveri faciamus. rectaı 
AUl,aaaa) PER 


Denuo figuram datis 


A, circum punelum quoddam fixum «&, eircumagentes; quaerendum igitur erit. 
quomodo U, ea de re movealur. 

Ac primum quidem, si constructionem in extrema paragrapho superiore 
datam intueamur, puncltum r, movens seclionem conicam describere videmus. 
quod ita movelur, ul ralio anharmonica r,(0,0,@,«@,) valorem habeat con- 


stantem = a,(a,a,a,a,). KEtenim prineipia Steineriana suppedilant Iheorema. 


salis nolum: 
Datis quatuor punctis Ab CD in plano, punctum variabile P ita motum, 
ut radi PA, Pb, PC, PD datam amplectantur rationem anharmonicam con- 


stantem, describet seclionem conicam, quae per puncta ABUCD transit. 
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Quod iheorema in aliud converti polest, cujus postea nobis usus erit: 

Si centrum P_faseis quatuor radiorum PA, PB, PC, PD in eircuitu 
sechonis conicae ta moremus, ut tribus radis PA, PB, PC per tria puneta 
data seclionis conicae A, B, Ü transeuntibus ratio anharmonica constans 
maneal, etiam quarlus radius PD per punctum fixum D transibit, quod ipsud 
in sechone conica situm est. 

Quodsi ad constructionem paragraphi superioris reverlimur, iheorematis 
modo allati ope intelligimus, punclum 7, sectionem conicam. quam per KR, de- 
sionemäs. deseribere atque reclas nr, rn, x’ per puncla fixa seelionis conicae 
ii, Iransire: quae punela x, el x, appellemus. Alterum autem puneclum r, 
molu ipsius %, non mulalur: eodemque modo reciae r,Yy, r,y Nnequaquam 
moventur. Inde sequitur, puneta p,P- Pi. Series deseribere homographicas 
in reelis 7,4, 7,9. quum %, eircum punelum ©, eircumagamıus. 

Nune vero necesse videlur, ul lemma quoddam antemiltamus. eujus in 
posterum usus erit frequentissimus: quod quum nesciam, an alicubi enuntialum 
sit, hoe loco afferre liceat: 

Lemma. 

Dentur in plano secho conica et Linea recta. qualibet positione gau- 
dentes et concipianlur in seckione conica Tria puncla fra ABC alque punchum 
rariabile P: radı PA, Pb, PÜ duct rectae datae in tribus punctis @ I y 
oeeurrant; deinde si quod punctum a, uspiam in plano posilum, cum «a con- 
jungamns el paumetum intersechions (aa, bp) per Üterem ce designemaus, recta 
rariabilis ey per punclum quoddam firum Iransire coacta est, quod in sectione 
conica a puneto c desceripta stlum est. 

Unjus propositionis demonslrandi negotio supersedemus. quonlam ex 
Iheoremate Pascalis ralione haud difheili derivari potest. 

Atque observamus. in sectione conica A, tria puncta fixa &,.r,x, eum 
puncto variabili », reclis conjungi. quae in tribus punctis reelae r,y oceurrant; 
deinde animadverlimus. puncto intersectionis p, vel \r,.r,. r,y) cum «, conjunclto, 
reclas (7, & A, et (;p A, in puncto s,, convenire: unde lemmatis bene- 
icio coneludimus, rectam (8% Par) per punclum fixum transituram et puncta 
$ı. p- series homographicas in reetis A,. r,y' desceribere: lacile autem in- 
tellieimus, has series perspeetiva gaudere posilione, quonlam in punclum inter- 
seelionis r, puncla correlativa duarum serierum ineidant; hine denique colligimus, 
reclam A- per novum puneium quoddam fixum p- transituram esse atque radiorum 


fascem eonflare homographicam cum eo, quod recla U, movens desecribit. 
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Quod novum punetum p- ut inveniamus. duas posiliones speciales rectae 
A, invesligemus; ac prima quidem facile sese praebel. dummodo illud punetum 
indagemus, quo recla conjungens e,x, seclioni conicae K, ilerum oceurrat: 
quod punetum designemus 0, ita, ul sit 

0, (0,0,0,0,0,) = Aa, (%4,A,d-,q, 

Qua conditione punctum 0, sine ulla ambiguitate definitur neque ienolum 
videtur, hujus punetli construendi problema. quod etiam ill. Chas/es ad eurvam 
terlii ordinis per puncla dala consiruendam in usum vocavit*). Si vero 
punctum O, invenimus, secundum eonstructionem sub finem paragraphi superioris 
allatam facile intelligimus, reetam %-. sin, in 0, ineidat. eam posilionem 
accepturam esse. quam O,.x, conditione posila 


0,(0,0,0,0, 05,8 


a, (a, 4,d,4- 4,4; 
habet: itaque in recla O,.r, punelum p- situm esse patet. 

Alteram vero posilionem specialem ipsius U- haud facile inveniri posse 
videlur, si construelionem eadem simplieitate gaudentem poseimus:; quod mirari 
non possumus. quia symmelria problematis ipsius natura sublata est. Dubito. 
quin eo. quo eontendimus. commodius perveniamus. quam si puncltum 7, ın 
unum punclorum @,@,0;. ex gr. in a, incidere jubeamus; quare elliceitur con- 


struetio haee: 


03 (0, 030,058, %, a, (a4, 4,4; 4,4,)””), 
(sa yy , (d, 4,4,0;4,4;). 
(3205 FıYy u ren (u) men: 
(6 Tg, E30) = 0%; ((G.76.17); A,) nF 07, O5 D7> 


quod eril punctum quaesitum. 


*) Hoc loco problematis solutionem expeditam afferre juvat, quae theoremat: 
Pascalis nititur: 
Problema. Datis in plano quinque punctis a b ce d e atque radiorum fasce 
P(ABCDE), quaeritur punetum 0, quod effieiat O(abede) = P(ABCDE). 
Solutio. Rectae ab et cd in y coneurrant; construatur dö et de ita, ut sit 
d(abede) = PCABCDE); 


punctis ö et & ın recta ab significatis, puncta definiamus intersectionis: 


(be, de) —=p (bc, re)—s$ 
(ed, pd) = 4 (ed, se) — t 
(de, ya) eg (r e,ta) —= 0 


puncetum O0 erit quaesitum. 

**) Recta @,«@, erit linea tangens sectionem conicam K, puncto @,; 
necessarium non est, ut rectam ipsam deseribamus, quum jam tres radii noti ad re- 
liquos definiendos sufticiant. 


ceterum 
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Si vero conditionem adjieimus, ul recta A, per punctum quoddam datum 
transeal, hanc reclam unam tanlum posilionem accipere posse elucet, eam, 
dico, line ‘ae conjungenlis «- p-; unde concludimus theorema; 

Datis in plano E septem punctis a, @ a, a,a, a, a; et in plano & 
una recla U, aique sex puncths quibuslibet 0, 0, o, o, o, o-,,. statuere licet, 
ut haece plana affinitate gaudeant reciproca ita, ut puncto a, recla A, re- 
spondeat, eae autem reclae, quae punctis d; A, A, A; A; Aa, responsurae sint, 
per puncla o, a, 0, 0%, 0, @, ex ordine transeant; quibus positis, tota affinitas 
prorsus est determinata et uno tantum modo effici potest. 

Restal Re ut explicemus, quomodo aflınilate reciproca datis 


\a,a,a,a,a,a,d, 
\ plane determinata, reclam construamus. quae octavo puncto dato 
AM a,a,o,o,a,e, 


a, respondeat; id, quod significatione nostra adhibita, sie repraesentari potest: 
Punclo 0, et rectis O,2,. Os, ceonditione 


0,(0,0, 0,0502.) = A, (lArd,A,A,A,A; As) 


definitis. construamus punelum r, in recta U, et radios ab r, et o, pro- 


fieiseentes ita. ut habeamus 
(05 0,0, 0, Tu Xu Cu) = A|ArA,A,A,A,A-A;). 
r, (8:03,05 % y y ) = a,(a,a,4,4,4,4-4,), 


deinde designamus punecla intersectionis 


Gäu) En; TE). (ai, ) En 
! 
Cs Lu r; Y ) ’T6.27: (a; X, je r, y ) — — IT, 18» 
AN, Ar) Or: (O6 Tlın.ar, 3 0 I: u (0; Tyrıss HM) =, 


Yu 


J a Ps» 


denique vero punetum s;- quaerimus Pascalis theoremalis ope; etenim s,; id 


HA) =Ppr; (ON, tu) = Par; (CrsTler O,.X., 


erit punetum, quo recta «- p- Seclioni conicae,. quinque punetis & 03 Prr.1s Or Pr 
determinalae iterum oceurrit et sic reperitur: 
Desienemus 
5.2) =g: (0m Pp)=r; (gr, hm) =t, 
Art, &-P-) = 3 
unde sequitur 


(($ar Par 1)» A) - Ss Sıs Ps - A.) “ 


quae recta erit quaesita. 
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&. 2. 

Extremum est, ul reliquam reetam A, eircum punetum fixum «, eirecum- 
agenies invesligemus, quomodo recia U, ea de re movealur; quod etiamsi 
paullo impeditius fit, tamen diffieultatem non praebet. quum construelionem ipsius 
A, modo allatam ante oculos habeamus. 

Ac primum quidem punetum O, et radi O,r,. Or. Or. ya Or) 
motu ipso non mulanlur; punelum r, aulem seclionem conicam KA, deseribet. 
quae per puncla a, 0, 0, 0, transibit et rationem anharmonicam a, (a, a,a,a- 
ampleclitur. 

Radii r,y, rıy. rıy' per puncla fixa %, Y%. %9, seelionis conicae KM, 
transibunt atque fasces homographicos deseribent. Quae omnia ex iis sequuntur, 
quae paragraphi superioris inilio exposuimus. Inde apparet. puneta 7, 77- 77, 
67 ars Series deseribere homographicas in rectis &,.0,, &,7,. &,.,, et binarum 
serierum puncta correlaliva in puncto «, esse conjuncta. 

Deinde autem, quum r,e,. r,y. r,y per punela fixa @, 9, 9, Seelionis 
conicae K, transeant et rectae «x, in tribus punetis oceurrant, quorum seceundum 
77, cum «, conjunetum elliciat rectam, secantem o,r, puncto 9, lemmatis (8.4 
ope coENOScIMUus. reclam 9,5, TT5>- per puncltum lixum transiluram esse et o,- in 
recla 0,0, seriem cum superioribus homographicam deseribere: nee fugit. 
series a punelis 0, ei 7, descriplas perspectiva gaudere posilione, quoniam 
in co, punecta correlativa collabuntur; unde sequitur reelam conjungenlem 05-77; 
nec minus reclam 05 157 ıs per puncla lixa transiiuras esse: ergo punelum p- 
eodemque modo p;-,,, in reclis O,r, et O,r, series homographicas pereurrunt. 

Si nune animadvertimus, reclas r,0,. r,y, r,y' reclae e,.r, in tribus 
punelis occurrere, quorum seeundum 77- ,; cum 9, conjunetum eflieiat reetam. 
secantem A, puncto 9). lemmalis nostri benelicio coneludimus, reclam con- 
jungentem 0,577; per punetum quoddam fixum iransituram esse el punclum p, 
in recta O,x, seriem describere cum superioribus homographicam. 

Denique vero punelum g immutatum manere, punelum r aulem seclionem 
conicam deseribere videmus, quam designemus per R; qua in seelione conica 
punetum q situm esse facile intelligimus,. quod puneta 6, et p- series homo- 
graphicas in rectis 0,0%, et O,.r, pereurrenlia posilione perspeeliva gaudent; 
quare in puncto interseelionis qg puncla correlaliva inveniuntur et sectio conica 
R per g iransire coacta est; recla igilur conjungens rg describel fascem 
homographicam et # seriem in recta O,,; unde s,; sectionem conicam de- 


scribet et recta 8-9 13 per punetum fixum transibit; etenim quum ires radii 
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rö,-.. r0-. rg per tria puncla fixa sectionis conicae R Llranseanl el rectae QO,;«, 
in tribus punelis occurranl, quorum terlium ? cum @, conjunetum efficiat rectam 
secanlem radium r«; in s:;. deinde quum punctum interseclionis reclarum ro,- 
vel 0,-0,8 Vel 0,7, et O,a, nullum aliud, nisi p,;,; invenialur, lemmatis 
nostri benefiecio coneludimus reelam ($3-. Pr.) per punetum quoddam fixum 
transituram esse: unde punctum ss Secelionem eonicam deseribere videmus; si 
vero in mentem revocemus, punctum 0, seclionem conicam deseribere, cujus 
per Iria puneta fixa rectae (0,50%) (G,s7Ts) (O,4,) percurrant, deinde aulem 
has rectas reetae O,x, in tribus punctis oceurrere, quorum primum et secundum 
Pas el ps Inveniantur, denique reclam ($3; Ps, 1) per punetum quoddam fixum 
Iransire et reclae (O8 01) u 5 De puncto s,s Occurrere, lemmaltis nostri ope 
colligimus, rectam ($1sPs) = Us per novum punctum quoddam fixum transituram 
esse et fascem desceribere homographicam cum illo,. ab recta A, motu conflato; 
el in universum enuntiare possumus, motu ipsius A, totam figuram ita movert, 
ut omnes rectae U, U, ... fasces homographicos describant, binarum autem 
rectarum puncla intersectionis s;, secliones conicas percurranl et rectae con- 
Jungentes bina puncta (Sx, Sr.) indicibus i et ü k et k' inter se diversis, per 
puncta quaedam fixa transeant. 

Priusquam novi puneli fixi ps constructionem exponamus, conditionem 
adjieiamus, ut recta U, per datum punctum «, transeat; quod si fecimus, rectam 
A, unam tantum positionem aceipere posse videmus, quae est linea conjungens 
&sPs; unde concludimus theorema: 

Datis in plano E octo punctis a, a, a, a, a, a, a, a, et in plano 
octo punclis a, 05 4, 4, 4; % &; As. statnere licet, ut haec plana affinitate 
gandeant reciproca, ita ut reclae, quae punctis a, @ . . . 4, responsurae sint, 
per punclta €, & ... «s ex ordine Iranseant: quibus positis tola affinitas 
prorsus est determinata et uno tantum modo effici potest. 

Quo theoremate quaestio illa absolvitur, quam in introduelione ab ill. 
Seydewitz propositam commemoravimus; numerum quidem » = 8 invenimus 


nee quidquam restat, nisi ut re ipsa doceamus, quomodo istud S-laterum con- 


struatur, quod S-angulo @,%@, ... «@; eircumseriptum et cum dato 8-angulo 
a,a@;4; ... As affinitate reciproca conjunctum sit; id, quod ex iis, quae supra 


exposuimus, facile eruitur. 
Necesse videlur, ut duas positiones speciales rectae A, inquiramus, 
quarum punctum intersectionis erit quaesitum p,. Jam primum vero construclio 


sub fmem paragraphi superioris allata simplieissima fit, si punctum variabile r, 
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in id punctum 0, ineidere faciamus, quo e,y, sectioni conicae K, iterum 
oceurril. 
Puncetum 0, igitur, sieut supra O,. conditione definitur 
O,(, 0, 0,0, 0,) a,|a,a,a, a; 4,). 
Quare consiruclio haee fit: 
Definitis punclis O,. 0, quaerimus quatuor radios Or. O,2,. 0, Y.. )y, 
conditionibus: 
0,(0,030,0,0,2,2,) = Aı[@a,a,a,a,Q-4;). 
0, (0,0; 040,0,9Y,Y,) = 4; (A, Q,A,4,0;0-4;) 


el nolamus puncta interseetionis: 


(2 O,Y%) Nr, (su, Oı Yu) = Ins OWEN 
(0,05. 0,71; Or. (IT, O0) = Ons5 
(0,1) = As, 


qua in recta punelum quaesitum p, positum esse oporlel. 

Atqui observamus, quo alteram positionem inveniamus, nihil aliud opus 
esse. nisi ut indices 6 et 7 inter se permutemus; quod suppedital con- 
structionem hance: 

Definiamus puncta Q,. Q, ei quatuor radios x, x”, Q,y. Q,y con- 
ditionibus: 


/ ! „ 
0,(0 0,0,0,0,27 ) = a, (ma,a,Aa,4-0,;4;), 


I 


0, (e,,0,01,0-yyY') = a,(a,4,0,4,4-4,4;) 
ei notemus puncla interseelionis: 
(9:2, Qıy)=m, (9x, Qıy) = Ag» (Pr 2,0, y)=R, 
(O2, 067%) = 0, (Op Ta,ıs5 Qı ı) = On: 
(Gj715) —— As 
punetum aulem intersectionis 
(As As) = Ps 
erit quaesilum el recla conjungens 
(05 Ps) A, 
unum latus erit 8-lateri quaesiti: nihil obstat, quominus alia latera AA, ... A, 
eodem modo consiruamus. 


Cujus constructionis demonstrandi negotio. cum in promptu sil, super- 


sedemus; nec fieri posse negamus, ul ex prineipiis traditis vel nostra pro- 
29 * 
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blematis solutio simplieior reddatur, vel alia quaedam magis expedita derivetur. 
Cum vero jam nimis diu huie quaestioni immorari videamur, hane investigationem 


ad aliam occasionem relegamus. 


g. 6. 

Si omnia puncla a, plani E cum centro quodam P, extra planum 
posito, reetis, el omnes rectas A, alterius plani E cum altero centro V, extra 
planum G& posito. planis conjungimus, duas naneiscimur compages duplieis in- 
finitalis: et radiorum per P et planorum per P transeunlium:; si vero a, el 
A, affinitate. quam supra traclavimus. reciproca gaudent, idem valet pro his 
compagibus et puncta intersectionis membrorum respondentium (radii cujuslibet 
et plani correlativi) generalem formant superficiem secundi ordinis, quae etiam 


per centra P et ‘W transit. Si igitur conditionem statuamus, ut superficies 


per dala puncla p, ps Ps . .. transeat,. necesse est. ul centra P ei Sp cum 
punetis pı p Ps . . . reelis conjungamus et per rectam Pp, planum radio Pp, 


respondens ita ducamus, ut compages (P) et (‘P) alffinitate reeiproca gaudeant; 
id. quod ad nostrum problema. in paragrapho superiore solutum,. facile re- 
vocatur, si compages (P) et (Y) duobus planis E et © transversalibus secemus 
et alfınitatem quaerendam ad haec piana transferamus. Quum vero nostra 
problematis solutio octo punela p, pP: -.. ps pro arbitrio eligi admittat, mirum 
videmus prodire paradoxon. superliciem secundi ordinis decem punelis esse de- 
terminatam. Altamen inter omnes constat, jam novem puncta ad superficiem con- 
struendam sufficere. Cujus paradoxi enodationem in hac paragrapho conemur. 

Data aliqua superfiecie seeundi ordinis, pro arbitrio eligimus ejus puncta 
quaelibet P, W. pp; pP; ;. et ducimus rectas 

Pr Bei, ns, 

Per rectam Yp, ducimus planum quodlibet E, (per punetum P non 
Iransiens): quum curva interseelionis plani E, et superficiei datae sectio conie: 
sit. quam per A, designemus. plana per binos radios ducta 

(8,8), (5), (9%), 
seclioni conicae AK, iterum oceurrent punclis. 
m u 
Denique si plana per terna puncta dueta 


(P Pat: ) FE); . (P P3 X; \ 4 ’ (P p: x) - E. 


Y 


designamus, radios 5, 5; 5; ... et plana E, E, E,... duas compages (P) et 


J 











u , ) Ei 
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An) Au & 


(PB) formare contendimus. quae aflinitate reeiproca gaudeant el superficiem 
datam gignant. 

Ac primum quidem plana (ss). (s183)» (8184). . . . fascem planorum 
formant, qui secatur plano ©, secundum radios p,0,. PıX3. Pıdı. - . .ı reclae 
autem intersectionis (E,E,). (E,E;). (E,ÄE,). ... fascem formant radiorum in 
plano E,. centro P gaudentem: quum vero puncta m, 2, @, ... in seclione 
conica sita sint, hos duos fasces homographicos esse videmus. 

Deinde autem planum E, superficiem datam secundum alteram seclionem 
conicam RK, secat, quae ipsa planis 


\ / \ / \ . . 
(881)» (8283). (828), - . . in punclis 


- 


Sry 
Wr 
P= 


To 3 
occeurral. | 
Nune vero propositionem illam secundam in usum revocare necesse 
est, quam in introducetione attulimus; qua posita, seplem puncta habemus super- 
ficiei datae 
Pp PP %&ı: 5 
quae ita sunt dispertita, ut 
pı in plano Pır,.r;, 
x, in plano Pp,p: 
x, in plano Ppıp; 
sita sint; proposilio nostra praebet constructionem oclavi puneli necessarii,. quod 
omnes superficies secundi ordinis Iransire coaclae sunt, quae per data septem 
puncta transeunt; nanciscimur punclum quaesitum lanquam punetum interseclionis 
trium planorum 
Pp:p;- Pp: 2, Pp;%; 
vel etiam 
(85), E,, E;. 

Qua re demonstravimus S; punetum interseclionis superficiei dalae e! 
planorum (s;5;). E, etiam in plano E, situm esse; eodemque modo sequitur. 
punctum S, in plano E,. punetum S; in plano E, caet. esse posita; unde fasces 
et planorum (58,). (8,83), (8,8,). 
et radiorum (E,E,)» E:.&,), (BE). 
homographicos esse apparel. 

Ouum autem duobus conditionibus 


(58%...) = EEE, E,...) 
25 4:::) = BE BEE... .) 
salisfactum sit, compages (P) et (P) affinitate receiproca gaudent ($.1)q. fd. 
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Hine videmus, eandem superficiem secundi ordinis, positis duobus ejus 
punetis quibuslibet P et ‘P tanquam centris duarum compagium radiorum ei 
planorum, infinitis modis effici posse, quum unum planum E, radio s, respondens 
ad arbitrium staluere liceal. 

Qua ex eligendi libertate paradoxi enodatio sponte fluit. Datis enim 
novem punelis: 

PWp p: -.. p et radiis duelis Pp.=s, et Pp, = 0,, per reciam o, quod- 
lihet planum #, tradueimus et Iraduelum radio s, respondere statuimus; alia 
vero plana 2, E,.... E, duarum compagium (P) et (‘P) per radios 0, 0, ... 0; 
ex ordine transire jubemus, dum radiis 5 s, ... s- secundum affınitatem re- 
ciprocam respondeant. Quibus posilis tola aifınitas prorsus est determinata 
($. 4) el cerla quaedam superfieies secundi ordinis nascitur; jam si planum E, 
eircum axem 0, eireumagimus, allınitas quidem varial. superlicies autem ipsa 
immulala manet. Radio igitur euilibet Pp, = s, planum E, respondebit. quod 
per rectam Pp, Iransire coacium est; ilaque postulare quidem licet. ut planun 
E, per punelum quoddam 7, transeat, dummodo ne 7, in radio Pp, ipso 
positum sitz unde apparet. condilionem, ut superficies per decimum punelum 


datum transeal. expleri non posse. 


$. 7. 
Coronidis loco generaliora quaedam ad rem spectanlia annolare juvat. 
he) 
Quatuor compages duplieis infinitatis et punctorum et reclarum et radiorum 


el planorum 


omnia puncla plani E 


2. omnes radiıı a centro P profieiscentes 


eo. 


3). omnes reclae plani & 

I. omnia plana per centrum ‘P transeuntia 

[undamenia constituunt geometriae spatii; ralio autem. qua harum compagium 
membra ad se invicem referuntur. duplex est. prout membra ejusdem vel 
diversi generis considerentur; si punetis puneta, rectis rectae, radiis radii, 
plaris plana uno tantum modo respondent. aflinitatem appellamus collinearem: 
sin vero punelis reelae vel radiis plana cet. respondent aflinitatem appellamus 
veceiprocam; nihil vero interest inter hance et illam aflinitatem et quae ex- 
posuimus de affinilate reeiproca eodem modo valent de collineari. Quibus 


[undamentis theoria curvarum et superficierum non solum secundi sed etiam 
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altioris ordinis superstrui potest. Cujus rei unum lanlum exemplum afferre 
liceat. Definitio enim plani curvi generalis tertii ordinis sie enuntiari potest: 

Si tria plana G, G, G;,, rectis ajfecta, affinitate collineari gaudent et 
ita collocantur, ut in idem planum incidant, locus eorum punclorum, quibus 
ternae reclae correlativae conveniunt, curca erit generalis tertii ordinis. 

Hine fluit generalis superficiei tertii ordinis definitio: 

Si tres planorum compages PP: P; «spiam positae affinitate collinear: 
gaudent, puncta intersectionis, quibus lerna plana correlativa congrediuntur, 
in superficie tertit ordinis posita sunt; quae ipsa centra W, Pd: ‘PB, continet. 


Cujus definitionis jam cl. Grassmann (Huj. Diar. t. XLIX. page. 59) 


prineipiis plane diversis innisus, mentionem feeit. 


Vratislaviae. 1862. 
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Ueber eine Classe von Gleichungen, welche nur 
reelle Wurzeln besitzen. 


(Von Herrn A. Clebsch zu Giessen.) 


. 
W enn man in dem System 


(au+4)n, ta, + +a,, = 0, 
L.) A406, 4 (a2 +4) +" +a,a, = 0, 
A, &ı + AQ,2024 sehe +(q,, 4) 0, en 0 


die Grössen «@ eliminirt, so gelangt man bekanntlich zu einer Gleichung für A, 
welche, sobald die a reell und 

2.) a = Mi 
vorausgeseizt wird. die doppelte Eigenschaft besitzt, nur reelle Wurzeln zu 
haben. und die Gleichungen (1.) auf (a—2) Gleichungen zu redueiren,. sobald 
zwei Wurzeln 4 einander gleich werden. 

Ich habe an einem anderen Orte (Bd. 57, pag. 327 dieses Journals) ge- 
zeigt, dass beide Eigenschaften dem System noch erhalten bleiben, wenn die 
a die Form haben: 

(3.) a; = bu +tcay—1. 
während die b, e reelle Grössen sind. und während: 


1.) ME ER CHF+ 06; =d. 


Lässi man in diesem System, welches das ersterwähnte als speciellen Fall in 
sich schliesst, die 5 verschwinden, so gelangt man zu einem System, für 
welches die a rein imaginär sind, und für welches a, = —a,;: dividirt man 
endlich noch durch y—1, und setzt 
/ 
u = yy 
so sind sämmtliche Werthe von « offenbar rein imaginär, während die Coef- 
lictenten reell werden, eine Form unter welcher das obige System in gewissen 
mechanischen Problemen auftritt. Man sieht also, dass die Gleichung n’” 


(Grades, welche aus dem System (1.) entspringt, wenn 


A;r N Ur . 
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und wenn diese Grössen reelle Zahlen bedeuten, nur rein imaginäre Wurzeln 
hat: und dass die Gleichungen (1.) sich auf n—2 reduciren, wenn zwei soleher 
imaginären Wurzelpaare zusammenfallen. 

Es ist leicht für das letzterwähnte System diese beiden Eigenschaften 
direet nachzuweisen. 

Was den ersten Punkt anbetrifft. so bemerkt man ohne Mühe, dass in 
der resultirenden Gleichung nur abwechselnde Potenzen vorkommen können. 
und dass die Coeflicienten sämmtlich positiv sind. Denn wenn man irgend eine 


Anzahl # von Elementen 4 aus der Diagonalreihe der Determinante 





(4, == 7 da U; . . Pr d,,, 

Ay do 4 nr re &; 
J. 0 a (A; 43, (As; + /. . . . dl, | 
| | 
| Ga Ad, RR ei Mr 


auswälhlt,. so findet sich, dass das Product derselben mit einer überschlagenen 

Determinante multiplieirt ist. deren Werth Null oder ein Quadrat wird. je- 

nachdem »—k ungrade oder grade ist. Die Gleichung (5.) hat also die Form: 
6.) 0 = M"+ANT+BUtre., 

wo A. B etc. Summen reeller Quadrate sind. 

Bezeichnet man durch 4 eine zweite Wurzel der Gleichung. welche 
der Wurzel 4 nicht gleich oder entgegengesetzt ist. und bedeuten «,. ©,. 
die den « entsprechenden Grössen, so findet sich aus (1.) sofort: 

20,0; = — ZIa,.0;0;. 


Aber auch. indem man 4 mit 4, und die « mit den «' vertauscht: 


.Z0o;0; = — Ea,0;0;; 
daher. wenn man beide Gleichungen addirt und berücksichtigt, dass a,= —a 
ancenommen war: 

7) AHN)Za;o; = 0. 


Hier kann der Voraussetzung nach nur der zweite Factor verschwinden, wo 
man denn sofort den gewöhnlichen Realitätsbeweis anschliessen kann. indem 
man 4, 4, also auch «, « conjugirt imaginär annimmt, und die Unmöglichkeit 
der Gleichung (7.) dafür nachweist. 

So wird die Realität der 4° nachgewiesen; denn es folgt aus der Un- 


möglichkeit conjugirter Wurzeln, welche nicht entgegengesetzt sind, dass eni- 
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weder sämmtliche 4 reell sind oder paarweise rein imaginär. Die Gleichung (6.). 
welche nur negative Werthe für die 4° zulässt. zeigt. dass letzterer Fall 
wirklich eintritt. 
Bezeichnet man ferner durch 4 die Determinante (5.) und durch -4,, ihre 
Unterdeterminanten, so erhält man offenbar: 
ini... ne Bi 


Die ./;, haben sämmtlich die Form 
IA, = Ay,+tiAB,., 
wo die A, B nur noch von dem Quadrat von 4 abhängen. Betrachtet man 
aber die Determinante 
D = Z34,(p:+Ag;)(Ppr—Agı) = Z2&(AutAB,)(pit Ag) (pr — Aqı)- 

welehe entsteht. indem man zu J eine Verticalreihe 

pı+Agı» Pr Hges - - .. eine Horizontalreihe 

Ppı—Agıs Praha; 


nebst einem Diagonalgliede O hinzugefügt hat, so dass 


dıti An ti 
D | @2ı dat I. . ° . P: n | AUE 
Ipı AQı PM -.. 0 


so findet sich, wenn man darin 4 in —4 übergehen lässt. wodurch sich D in 


D' =>3(A,—4AB,)(p:—)q:) (pr + g; 
verwandelt: 


dı,= /. dp . . . PpıAQı 
p' db, doa—4 0. PM 
pı iq pin ... 0 


und wenn man die ersten » Verticalreihen mit —1 multiplieirt. sodann aber 
die Verticalreihen mit den Horizontalreihen vertauscht, so kommt: 
D' = (-1)"*'D. 
Es ist also auch: 
x” SQ u \ 2 \ 2 : N \n-+-1 ma \ y \ - 
2 2(A, -)B;, P: Ad; \PatrAg) — (—1 BEA, 4B.: Pi — AG; Pr Adi . 


oder: 


9.) 











Y .. . 1 Pr a e 
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Setzt man nun der Gleichung (8.) gemäss: , 
Y .) pr 
0 Pt Mi: 
nl ) 
T; I BL Ay; 5 Ay), 


Tl; T(PtAay)(PrtAyı). 
und also aus (9.): 
f 7 In, \f .) ins \ f ’) Day .) er \ 
\Piryi)\PetAyr) aan) \PitMYyi): 
Man darf also setzen: 
2 at & An 
'# Fin KY; u\P; Ay; 
m) " / u. 
Pi ty; u\P: riAy;)» 
und also auch 
k a \ ‚ -; an l Ei, N u, \ > u: N 
.) 4, € U.\| 7 Ay; Ik IV r)- 


Die Bedingung. dass die Gleichung (5.) zwei gleiche Wurzeln habe. 
ist offenbar: 


-' rIgTt’T Aus 
was nach den obigen Gleichungen übergeht in: 


ii; »%7: 12 5,2: 
1) te); K=);i' 


Bemerkt man nun, dass die 5, y reell sind. 4 aber imaginär. so zeigt sich. 
dass der eingeklammerte Ausdruck eine Summe positiver Glieder ist. Man 
hat also entweder «= 0, oder es verschwinden sämmtliche 5, y. in jedem 
Fall aber sämmtliche 4;,: was die Bedingung dafür ist, dass die Gleichungen (1. 
sich auf nur »—2 verschiedene redueiren. 

Da die 4;; wieder von der Form des Ausdrucks ./ sind, so schliesst! 
man leicht weiter, dass überhaupt, wenn # Wurzeln 4 einander gleich werden. 


jenes lineare System nur n—%k verschiedene Gleichungen enthält. 


2. 
Mit Hülfe linearer Transformationen folgt aus dem angegebenen allge- 


meinen Salze. dass, wenn die Function 


B: >: Ci L; L; . 


30 * 
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in welcher ® 
C;; : C;is 


für reelle Werthe der x nur positive Werthe annimmt, die Endgleichung des 


Systemes: 
I. = f 4 | er; 4 2 
| dır 41) + (da + ACıa) rau (Au+ 46.) u = VÖ, 
/ = \ / Er en £ og 
10.) (A + Ay) + (art Aa) a + +(aut4c,)e, = 0. 
(Ay ” 4C,) C + (4,2 + RC.) 42, -F ai + (Ay + Ach ) &. = 0 


reelle Wurzeln hat. wenn 


oder allgemeiner, wenn 


4; = Part gay—1: 
di: = Pr Gi) —1, 
wo die p, q reelle Grössen bedeuten; 

und dass das obige System sich auf nur n— k von einander unabhängige 
(leichungen redueirt, wenn k Wurzeln 4 einander gleich werden. 

Aus der letzteren Eigenschaft schliesst man, dass die Diseriminante 
der Endgleichung in eine Summe von Quadraten zerfallen müsse. Für den 
besonderen Fall. wo a; =a,, und wo ec; —=0, e;—=1, ist diese Discriminante 
durch Kummer und Borchardt und neuerdings durch Hesse dargestellt worden. 
Ich werde die Diseriminante für die Endgleichung des Systems (10.) im All- 
voemeinen aufstellen. indem ich dabei zum Theil die Methode von Hesse 
(Bd. 57, p. 175 dieses Journals) benutze. 

Die Aufgabe, die beiden Functionen 

|u= Z2a,T;Y: ; 


1) | 


v= ZI 20,7%; 
dureh die linearen Substitutionen 

' yrı rn h (n)yrin) 
\T; -— a; X 76; X u X . 


' xr \ ! r : A)yrin 
'y: = EV + "+ HB 


u. 


) \ 
‘12. 


vleichzeitig in die Formen 
? 13 \ u > „N g’ı u Y’+..+40 X yo 
\ . } De == X yY' 3 ze y”. Fr n x y) 


überzuführen, kommt bekanntlich auf das System (10.) zurück. sowie auf das 


verwandte System: 
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j | 7 / 7 () | | ” \ 
(dur Kcu)Pı + (As, + ACy,) Tre (a, TAlzı, P, V. 


(14 ) (42+ Aca)Pı+ (da +40) + +++ (Aya +4c.)P, 0. 


| (a,, 2 g .C.)Pıt (a + AC2„) Pr + ut 7 (4, +4c„)P, © V. 


dessen Endgleichung die nämliche ist. 
Betrachten wir nun den Ausdruck 








Cı En Cm Pı\ 

Cı On ... Cm Pl 

R | 

‚WE Pr u ° 

u u 7: 

Multiplieirt man diesen Ausdruck mit dem Product der Determinanten 

ee Ian..." 
P= =ZıAP...W, 


und bemerkt man, dass aus der Vergleichung der beiden Formen von » die 
Relationen folgen: 


r Z,Z,cuaf =1, 
so erhält man: 
a ee PL 
E ee Sr 
aß.R De 2 en | 
00... 1 Po! 


| 
0 0" ....00 .0| 
= —Q’P'+Q"P" +... +0" Pt}. 





Dabei ist 
p” = a + tt, 
ch h h} 
0 = Pat at +”, 


so dass man die identischen Gleichungen hat: 


ZPW X — PITEIR 
Zz0PY® = Fgc. 
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Man hat also auch 


ep. = (A {PQ'+HP"Q" + HPOOD 


Diese Gleichung besteht noch, wenn man die Producte der p und der q dureh 
die entsprechenden Coeflieienten zweier Funclionen »"“ Ordnung ersetzt. so- 
fern nur für die Producie der P und der 0 die analogen Coelffieienten der 
transformirten Funetionen sesetzt werden. Wählt man statt dieser Funetionen 
diejenigen. welche durch die linearen Transformationen in die Produete der 
X und der Y übergehen, und setzt also: 

| WER... 29 a a), 

2 A ee ‚EZ. ’9E TE 5 


15.) 


so verschwinden in dem Ausdruck 
ip! ! y "| N (nn) (n) I» 
IPO'+P"Q" ++ PO gm} 
alle Glieder bis auf den Term 
ER UNE EP 
zugleich muss man aber 
PL 7 ie EN 
durch den Coeffieienten A des Produels der X in %, und 
28 Pe 7 SE En 
durch den Coeffieienten DB des Produe!s der Y ersetzen. Geht nun R” durch 
Einführung der Coeffieienten von g. w in (—1)”42 über, so hat man demnach 


die Gleichune: 





ad: 1 Be 
DE 
Bezeichnet man die Unterdeterminanten von I+e,6» ... e,, durch 
(,, so ıst 
R = — II0,pig: 


und wenn man also, die Summen auf sämmtliche Indices bezogen. 
= = Pit LUEEEE Ze 
v— 24. Vi 
setzt, so ergiebt sich 
2= 20, , C;r, vr Cr Pii, in Ik ke, 22. An’ 


Ist ferner 


Ü an Breit... a 
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so folgt aus (14“.) 
Ei; a7 - | z 
und man hat also 


16) 0 a.” 


Rn Tin 
Wenn man die Funetionen y, w kennt, so ist auch 2 bekannt. und 
man erhält aus dieser Gleichung eine Bestimmune für die Constanten A. B. 
mit welchen die Producte der Variabeln X oder Y multiplieirt werden müssen. 
wenn man sie aul Funetionen y, w zurückführen will. welche die Coeflieienten 
der gegebenen Funclionen nur in ralionaler Weise enthalten. Es wird daher 
zunächst auf die Aufsuchung jener Funelionen ankommen. welche in einer 


-_ 


von der sonst angewandten abweichenden Weise auseeführt werden soll. 


>. 


Ich denke mir die Determinante 


Aaı TOCı AnTOCcR .».. Au TroOcn Mal 
| 
AutoCı Ant0C2 ... 4,+0C, Mel 
() .| 
Gaut0Cı GWoato0Cca -:: Autreoc. M,| 
| v, 2 De v, 0 


nach Potenzen von o entwickelt. und setze einmal 


ou or 
wu = ——_— thk— 
Or. or 
das andere Mal 
ou or 
a nn 
LT 77 


Man erhält auf diese Art zwei verschiedene Entwickelungen: 
g Sue 2;V; IN; - EN;)-+o (N;+KkN;) uber ro" nF Ha a > u? 
0" = Zu; [(M;+kM;)+e(M;+ kM;)+ +0" (MCTP+ KMU]. 


Hier sind die Functionen ©', N, N, N’, N’... nur von den y abhängig, hin- 
gegen 0", M, M,. M, M' ... nur von den x. Ich bilde jetzt die beiden 
folgenden Determinanten, deren erstere ebenfalls nur von den y, die zweite 


nur von den x abhängig ist: 
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 N+AN, N+HAN 2.220 NHRN, | 
| N\+KN,; N,-+KkN; 5 N!.+ kN; 
rg kN werte kN: us, N, +kNE | 
| M,—+KANMN, M,+kM; En. M,+KkM, | 
IM +kM, M+kM; ...  MH+kM | 
ee RE ER RUE: a a 
Mer MT) ... Mr” 
Die Funetionen N, N sind von einander nicht unabhängig, sondern es be- 


stehen zwischen denselben einige sehr einfache Relationen, ebenso zwischen 
den M. M. Setzt man nämlich in der Determinantenform von © und ©" 
»—o, so findet man, indem man jedesmal die äusserste Reihe durch Ab- 
ziehen der anderen zerstört: 

= -IK)ny try t try.) 

0 = Se, 
wo 

A(o) = D-+oD’+0°D"+.--+0"D" 

die Eliminationsdeterminante der Gleichungen (10.) oder (14.) bedeutet, stat! 
j, darin o gesetzt. Durch Vergleichung mit der obigen Form von 0, 0". 
wenn darin k=o gesetzt wird. erhält man also die Relationen 


N; — — Dy;, M,; — nn Dr;. 


N; +N; = —D'y,, M;-+M =-D'r,. 
17.) {N +N/=-D"y,, M:+M; = —-D"r,, 


+(n— nn n (n—1) " 
N; — DD y;, M;  =-DWe.. 


Mit Hülfe dieser Beziehungen kann man die Ausdrücke von Y, Z mannigfach 
transformiren; immer aber findet man, dass jene Ausdrücke den Factor 4(k) 
enthalten. Multiplieirt man z. B. die zweite, dritte etc. Horizontalreihe be- 
ziehungsweise mit A, %, ... und addirt sie zur ersten. so geht diese in 

A.y  ACh).y; 
über; lässt man nun ./(k) hervorireten, und vereinfacht die übrigen Reihen 
mit Hülfe der ersten und der Gleichungen (17.). so bleibt: 

Y= Ih). y(Yi»Yas---n)» 

5 = Sb). ol, 9, ..- ©), 
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wo 
Yı Y: Y3 Y 
N, | N, A E n 
y = N, N, N; E ı 9 
| . D . ® | 
| ( ] ( l 1 1) | 
ar(n—1) (n—1) (n—1) rin 
| N, N, N; N, 
(18.) 
\ z 2, %; | 
| 
M, MN, M; M, 
g=| MM WW 1; M, | 
| 
| * * [3 [2 [2 * [2 | 
| 
a (n—1) (n—1) ’ n—1 (n—1) | 
\ | M, M,; mM, M, 
Dieses sind die Functionen %, w, die man in die Gleichungen (15.) einführen 


kann; Ausdrücke, welche mit Hülfe der Gleichungen (17.) mannigfache Ge- 


stalten annehmen. 


In der That liefern diese Ausdrücke eine Darstellung der Produete 


‚!'vn 4 
X'X"...xX®, 


Zu diesem Ende betrachte ich den Ausdruck © von Neuem. 


N u 


Aus der Ver- 


sleichung der Formen von x, e, welche in den Gleichungen (11.). (13.) ent- 


halten sind, ergiebt sich durch Gleichsetzung der Coefficienten von 


un (m) „(a) 
S;3,(a, +00); Mr =d, 
wenn m von n verschieden ist. und 
<< ig (m) om) an - (m) 
>;2,(044064)e; Pi u TR 
Multiplieirt man also © mit «@.P, und setzt 
| ‚) 0 | (") 
‘19 \ \,0ı a w Us "2 l u Pr Mm 
ae h) (N) (h) 
Iv,ß\ +9, + aa n | 
so erhält man 
2 +0o 0 0 
0 „+0 0 
1 
aß 
0 0 +09 
n n" n'”) 
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m 


Mm 


u) y" . 


(n) 





m 
0 
31 
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Ersetzt man hier. um © zu bilden, «; durch 











ou ov 
—+k—. 
Or; OL; 
so hat man nach (19.) 
m __ MU ,, 0 ih) LVO. 
m = ayay kaya (AP) Y; 
’ . ou , , © 
ersetzt man hingesen. um ©" zu bilden. v; durch — -+k-—. so wird 
u oY; oY; 
(h) m. 2 9. aan ih 
" oyW) h oYyh) (A k) Ar, 


Nun ist Y die Funetionaldeterminante der Coefficienten von ©, nach den v 
als Variabeln gebildet; und ebenso Z die der Coefficienten von ©’, nach den 
« genommen. Daher ist auch 

| u, 


- = (0) 


ER 


wo Y, ZU die Funclionaldeterminanten von ©, 9" sind in Bezug auf die m 
und ». Stall aber die Functionaldeterminante eines Systems von Functionen 
zu nehmen, kann man die Functionaldeterminante eines Systems linearer Ver- 
bindungen jener Functionen nehmen, dividirt durch die Determinante der 
Coelfieienten. welche in diesen linearen Verbindungen auftreten. Ein solches 


System von Coeffieienten sei: 


fr N hin 
u -+& ein, 

DWZ] -ım Na 
3 E . ..: 
| „) zer “ . . Ta ae 


Jene linearen Verbindungen sind dann nichts Anderes als die Werthe von 
9, 0’, welche entstehen, indem man o der Reihe nach durch eine der Grössen 


ersetzt. Aus © entstehen dann die Funectionen 


rar" 1.1... laß)", 


na" Yu U" Hk AM"... (aß) ", 


TR ET nt Pr 


aus 9": 
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7 .ım I 


m X uk N "U... (aß), 


De Val EeN BT Be U | Be Bee 77 u / 
six m N . /. ern I . b “ hi . ß. — I Ei (op B 


m XD" U" Hk... (aß) 
Setzt man nun: 
A a ec 
u En in 
BIFERn un rm 


n.n-J1 
y(') - (aß) e W+ k..- ie eF" ... (—1 F? A, 

n.n--1 
=ı = (PB). ++... XX...(l) ? .A. 


Multiplieirt man ferner /(k) mit «5, so wird nach den oben angeführten 
Formeln: 


aBA(k) = Krk. tk... NK. 


Und somit wird endlich 


n,.n 1 


= DB y\) AI(k) { Y’ y’ Re yo ( MM \ 2 A. (n- DB (n I) 


n.n--1 


Z=0Z9 = 4(h).XX"...X@ (1) ? 1.0 dg-en, 


Vergleicht man dies mit der früher gefundenen Form, so ergiebt sich die 


gesuchte Darstellung für die Producte der X und der Y: 


n,n--1 

(—1) R KEITEN SB. z’u” a m — f (2,, Tr et 2.) 
n.n--1 

ET AT TFT  F9 e Va a 


eine Darstellung. welche den Vorzug hat, zur Bestimmung der Functionen 
Y, w keiner successiven Bildungen zu bedürfen; während sonst zu der Bil- 
dung solcher Producte die Determinante von r Functionen gewählt wird, 
deren jede nur mit Hülfe sämmtlicher vorangehenden gebildet werden kann. 


31” 
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we 


4. 
Vergleicht man die letzten Gleichungen mit (16.), so findet sich 
mut 
A = (-1) ? TIER IA, 
n,n- +1 
B: = (—1) ? el: -(n—2) A. 
Setzt man dies endlich in die Gleichung (16.) und bemerkt, dass 





1 n 
— — D » » » 
EDER ERGO. - « Can» 


so eeht diese Formel in die folgende Gestalt über, welche die Diseriminante 
1° der gegebenen Gleichung ausdrückt: 
(1° = 1.2...n.2.C0 ER 


20.) 
\V,) ) nu 6 syn Y Y —3(n—1) 
— 1 . B.: . u 7 u i Cr; .. C; 1, Pii,...in Ik ge . 


Man sieht nun leicht ein, dass, wenn 
Ca = Cüs 


wenn ferner die Function 
iCcyK;E, 


die Eigenschaft hat, für reelle Werthe der x stets positiv zu sein, wenn 
endlich 
Ol; = Pir- Yıy- —1, = Par — Yin 1, 

wo Bas 7 reelle Zahlen bedeuten, auch .7° stets positiv sein muss. Denn in 
diesem Fall unterscheiden sich die Coefficienten der Functionen %, w offenbar 
nur durch das Vorzeichen ihrer imaginären Theile, indem die Coefficienten 
von g aus denen von w durch Vertauschung von a,,, c;. mit a,;, e,; hervor- 
sehen. Man hat also: 


Pii....ie Pr 9; ;, ER Ss ch in! —1, 


Ak k, ... kn vn Op, k, u BR ea u k, ol V —— | . 


wo die o, r reelle Zahlen bedeuten. Also ist 
_ A _ (-MDLELEO, RE 0 
Prey ik, u. ® 1, .- im kk,...ku 


| J —J(n— 1) of Y 
+C 20, , & En: er Pia. Tr k, u 


während die mit y—1 multiplieirten Terme, welche zwei ähnliche Summen 


ergeben. sich aufheben, da 


C; Zu C;;; 
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also auch 


yyg Y Dr << QG Y . 
a Cr C;n rn an Cr; ( Beer... 
= 220.6 
= =SE0,,0%.. ni... 
Da ferner I >e,x;x, immer positiv sein sollte, so kann man dieser Function. 


und zwar auf unendlich viel Arten, die Form geben: 


re (ch) (h) (h) 
= 20,%%, — 2 (£, Hin rs T; be ei © L. 
I 1 
Dann wird auch 
a (}) (h) (/ 
er wre Z = BR , e ı)\ 2 
= 20,;,u;u, = (un Tamm + tun ) 
/ l 
= &, 


- 


- . . '. (h) * » . P} 
wo S die Determinante der 5, und 7, den Differentialquotienten von S nach 


„(h) Y . v N » . . x 
5, bedeutet. So ist C positiv. und ferner wird. wenn die Summe nach 4 





eine »fache Summation über sämmtliche Indices h,. ",. ... h,. die Summe nach 
; eine ebensolche für ö,. %. ... £, ausdrückt: 
E m PN: - Ö6fn- 1) < \ < h,) (h ) (An ) - ! 
\ | 2 n — u], ill; N; re 1; u? in N 
(22.) 
L =—O(n—1) <> ) y h,) (h h, ! 
| l > - — |, a N; N; oo... N; ii in \ 


Dies ist eine Darstellung der Diseriminante als Summe von Quadraten. welche 
übrigens den Darstellungen (20.),. (21.) gegenüber nur von secundärem Interesse 
ist. Wenn aber insbesondere die Function I &e,.r;x, von vorn herein schon 
= . . . le!) l . 
als Summe von Quadraten gegeben ist, so werden die $, n; eleich 1. 
während alle anderen 5, 7 verschwinden. Dann also ergieht sich. ohne dass 
es der Einführung fremder Grössen bedarf: 
0 RE u: hend, ” ii ld 

ein Resultat, welches eine der von Borchardt im 30%" Bande dieses Journals 
gegebenen ähnliche Darstellung auf die vorliegende Classe von Problemen 


ausdehnt. 
Carlsruhe, den 25°“ November 1861. 











Sur les volumes des surfaces podaires. 


‘ Extrait du memoire lu dans la seance du 20 novembre 1862 de la soeiete rovale de Londres et 


imprime dans les Philosophical Transactions of the Royal Society Vol. 153.) 


(Par M. T. A. Hirst & Londres.) 


E I ya vingt quatre ans M. Steiner, dans un des remarquables 
memoires sur la Geometrie pure quil presenta a l’academie de Berlin. etablit 
des rapporls tres generaux et fort interessanls entire les aires des courbes 
podaires derivees de la meme courbe primitive en changeant le point (origine 
de la podaire) d’ou l’on abaisse les perpendieulaires sur les tangentes de la 
courbe primitive. I n'est pas venu a ma connaissance que Von ait essave. 
jusqu'iei. d’etendre ses resultats au cas des surfaces podaires. C'est Vobjei 
que je me suis propose dans ce memoire. 

2. Avant d’enirer en maliere il ne sera pas, je crois, sans ulilite. 
pour faciliter la comparaison. de rappeler quelques uns des resultats obtenus 
par Steiner *): 

„La eourbe primilive &lant fermee, quelle que soit d’ailleurs sa nature. 
le lieu des origines des podaires d’aire constanle esi une ceirconference: ei 
les diverses eirconferences qui correspondent a dillerenles aires sont con- 
cenlriques: le centre commun elant Forigine de la podaire d’aire minimum.“ 

Steiner donna a ce centre commun le nom de Krümmungs- Schwer- 
punkt, par suile d’une propriele mecanique remarquable quil possede. En 
elfet si. dans chacun des points de la courbe primitive. on congoit quune 
quanlile de maliere reciproquement proporlionelle au rayon de courbure se 
trouve concenirce, le Krämmungs-Schwerpunkt, cest-a-dire le centre de 
oravile de Ja courbe ainsi chargee. sera precisement le cenire commun des 
eirconferences dont nous nous Occupons. 

En 1554, seize ans apres l’apparition du m&moire de Steiner, M. Raabe 
de Zurich **) etendit le Iheoreme de Steiner aux courbes non fermees. La 
definition generale de Faire d’une podaire elant laire de l'espace deerit par 
la perpendiculaire tandis que le point de contact de la tangente deerit l’arc 


*) ce Journal t. 21, p. 57. 


**) ce Journal t. 50, p. 195. 
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primitif, Ataabe trouva que les origines de toutes les podaires de meme aire son! 
situees sur une conique. Les diverses coniques qui correspondent a differentes 
aires sont semblables, semblablement plaeces et concentriques, le centre commun 
de toutes &tant encore llorigine de la podaire d’aire minimum, et bien quil 
ne coincide plus avec le Krüämmungs- Schwerpunkt de Vare primitif. il s’\ 
relie intimement, comme la fait voir plus recemment M. Wetzig de Leipsick *), 

3. Par rapport aux surfaces il faut entendre par volume de la podaire 
celui du eöne dont le sommet est l'origine et dont la base est la partie de 
la surface podaire qui correspond a la partie donnee de la surface primilive. 
Cela pose la suite fera voir que quelle que soit la nature de la surface pri- 
mitive, les origines des podaires de volume constant sont situeces sur une sur- 
face du troisieme ordre ei plus loin on verra que guand la surface primitiee 
est fermee, mais daailleurs tout a fait arbitraire, la surface, lieu des origines 
des podaires de volume constant, est du second ordre et que Tensemble di 
ces bieuxs forme un systeme de surfaces semblables, semblablement placces el 
concentriques dont le centre commun est Torigine de la podaire de volume 
minimum. 

4. Prenons x, y, 3 pour coordonnces de lorigine A d’une podaire (P 
d’une surface primitive (S) et indiquons par (P,) la podaire de la meme sur- 
face (S) prise par rapport a l'origine O0 des axes des coordonnees. 

Soient «, 5, y les angles posilifs et moindres que 7, que la normale 
externe tirce d’un point quelconque M de la surface (S) forme avec les axes. 
et representons par p el p, les perpendieulaires abaissees respeelivement de 
A et de O sur le plan tangent de (S) en M, les pieds m et m, de ces per- 
pendiculaires seront evidemment les points des podaires (P) et (P,) qui cor- 
respondent au point M de la surface primitive. Les angles de direction de 
une ou de l'autre de ces perpendiculaires seront «, 9, y ou a—a, np. 
—y selon quelle est lirce dans le meme sens ou dans un sens conlraire 
par rapport a la normale externe en question et, si l’on regarde une telle 
perpendiculaire comme positive ou negalive selon que lune ou lautre de ces 
eirconslances se presente, la relation generale entre p et p, sera 

p = p—x2cosa— y 08 — 3C08Y. 
Concevons de plus une sphere de rayon egal a lunite et soit do l’element de 
sa surface interceplee par des rayons ayant les memes directions que les nor- 


*) Zeitschrift für Mathematik und Physik; Vol.5, 1860; p. 81. 
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males externes aux points du contour de l’element ds de la surface primitive. 
au point M que l'on considere. 

D’apres la definition de Gauss do sera aussi la courbure totale de 
element ds, et aura la valeur kds, ou %k est la mesure de la courbure en 
M. en dautres termes la valeur reciproque du produit des deux rayons de 
eourbure en M. L’element de volume de la podaire (P) aura evidemmen! 


la valeur 


3 
dP — T- do 


qui changera de signe avec p aussi bien qu’avee do. Au moyen de l’equation 
precedente nous aurons donc 

dP = (pa — x 0c08@— ycos 9" —3cosy)’do 
expression qui, developpee et inlegree, prend la forme 


a; l 


, As), %, 2)+ (Aus Ar, Ass, Az. As, An), Y, 8) 


r P,—(A,, A 
-3 (As: Ass Ass; Anz, Ars, A225 Ad, Assı. Ay, Ays)(2; Y. 3)", 

ou les dix-neuf coefficients sont independanis de la position de llorigine A 

de la podaire (P)) et representent des inlögrales doubles qui doivent s’etendre 

a tous les points de la surface primitive (S). De ces coeffieients il suffira 

d’eerire les valeurs des six suivanls. les treize aulres pouvant s’en deduire 


‘ 


par les permutations de «@, 9, y eonformement a celles des indices 1. 2, 3: 


Bi fr - » 
A: :  /p;docosa, Ay: : /pudocos eo, Ara = Jdocos’«, 


ı 


A, = /p,do cosa cosß, A,r = fdocos wcosß, A  [docose cos Pcosy. 
la formule donnee ci-dessus pour le volume de la podaire (P) prise par 
rapport a un point queleonque (x, y.z) montre tout de suite. comme on la 
deja fait remarquer au n’. 3. que les origines des podaires de volume constant 
sont siluees sur une surface de troisieme ordre. 

9. L’analogie entre les cas des courbes et des surfaces podaires est 
parfaite. quand on se souvient- que l'ordre de la surface trouvee ci-dessus 
provient essentiellement des trois dimensions de l’espace, precisement de la 
meme maniere que l’ordre de la courbe plane, sur laquelle se trouvent les 
origines des podaires de meme aire (n’. 2), derive des deux dimensions d’un 
plan. Cependant il n'est pas sans interet d’observer que tandis que I’hypothese 


d’une courbe primitive fermee ne fait que changer l'espece du lieu en question. 
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’hypothese d’une surface primitive fermee conduit ä une reduction d’ordre du lieu 
dont il sagit. La premiere eirconslance est produite par l'egalite entre les coel- 
fieienis de x et y’ et l’evanouissement de celui de @y: la derniere est due 
a Fevanouissement de chacune des dix integrales A,» Ayn.» ele.. intserales 
qui. ne contenant pas p,. ont des valeurs qui dependent uniquement de la 
courbure de la surface primilive. 

6. Sans entreprendre la discussion de toutes les singularil&es de courbure 
que peuvent presenter les surfaces, je me contente d’observer que la dite pro- 
priete des dix inlegrales est facilement demontree quand la surface primitive 
est non seulement fermee, mais partout convexe. En ellet. dans ce cas. le 
seul qui nous ofire de lintöret pour les applications subs@quentes. les normales 
d’une telle surface representent, sans repelition, toules les direetions possibles. 
et comme do ne change pas de siene on voil sans peine, que chaque integrale 
se compose de couples d’elements egaux et de sienes oppos6s. 

Dans le cas plus general ou cerlaines direclions sont representees plus 
d’une fois par les normales d’une surface primitive fermee, on parlagerail 
cetle surface en parlies dislineles de deux especes de maniere que les nor- 
males apparlenant a chaque parlie de la premiere espece representent. comme 
auparavant el sans repelition, toutes les direclions possibles, pendant que les 
normales aux divers points de chaque parlie de la seconde espece, se com- 
posent de couples de normales de meme direction. Puis on ferait voir que 
chacune des integrales dont il s’agit, etendue a tous les points d’une parlie 
de la premiere ou de la seconde espece, s@vanouil. 

Ainsi pour une surface primitive fermee. les termes de troisieme ordre 
nentrent plus dans l'expression de P au n’.4: et par la seule forme de 
l"equation qui reste, on voil non seulement que la surface (A), lieu des origines 
de podaires (P) de volume constant, est de second ordre mais quen meme 
temps. la suite de ces surlaces (A), qui repondent aux volumes divers, forme 
une serie de surfaces de second ordre, concentriques,. semblables et semblable- 
ment placees; leur centre commun etant le point pour lequel chacune des 
integrales A,, A,. A, s’evanouit. En ellet, si ce point etait pris pour origine 
des coordonnees, l'equation en question prendrait la forme 


j \ „\2 
P — P,+ (Au > Hin Az» As» Az» An, (2, Y, 3) . 


ou si Von veut 


FF P,+/p. (x cos +ycosß+z2cosy)'do, 
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d’ou Fon peut aussi conclure, comme on l’a deja dit au n®. 3, que le centre 
commun de toutes les surfaces (A) est l'origine de la podaire de volume 
minimum. 

Quand la surface primilive fermee a elle-meme un centre, ce centre 
sera aussi le centre commun des surflaces (A); car en prenant ce point pour 
origine des coordonnees, chacune des integrales A,, Ä,. A, se composera 
de eouples d’elöments egaux et de signes opposes. 

‘. Pour eclaireir les prineipes precedents et, en me&me temps. pour 
laciliter les applications subsequentes. nous considererons un moment le plus 
simple de tous les cas, celui oü la primitive est une sphere avec le rayon a. 
En prenant son centre pour origine des coordonnees, seize des inlegrales du 
n°. 4 s'evanouiront et les integrales restantes A,,. As, A, acquerront la valeur 
commune *ra; de maniere que le volume d’une podaire quelconque (P) devient 

P=$na(@+2°+y’+2°) = tna(a+r). 

Quand l'origine de (P) est en dehors de la sphere, la podaire se com- 
pose evidemment de deux feuilles passant par llorigine et touchant a la 
primitive, et il est facile de prouver directement que le volume de la podaire, 
comme le donne cette formule, est la difference des volumes enfermes par ces 
fenilles. Quand la sphere se reduit a un point, les volumes de toutes les 
podaires s’@vanouissent, d’apres la formule; de sorte que nous devons con- 
siderer la podaire d’un point comme se composant de deux feuilles spheriques 
qui coineident. 

De la meme maniere la podaire d’une surface tubulaire se composerail. 
en eeneral, de feuilles distinetes qui coineideraient quand la primitive se re- 
duirait a une simple ligne courbe. Bien que la surface podaire existe, par con- 
sequent, aussi quand deux dimensions de la primilive sont supposees s’evanouir. 
elant encore, par definition, l'enveloppe de spheres dont les diametres son! 
les ravons vecteurs de la courbe, son volume doit etre regarde comme ayanl 
une valeur nulle. 

Toutefois le cas est different lorsqu’une seule des trois dimensions de 
la primitive est supposee sevanouir. La podaire d’une pareille surface ($,) 


se composerait de deux feuilles qui coincideraient avec la podaire ordinaire 
P,) de (S,) et de la podaire (P) de la courbe (C) qui forment le conteur 
de la primitive (S,). Le volume de la podaire composee serail pourlanl 
simplement celui de la podaire (P) du contour (C); ce dernier volume, par 


consequent. doit, si on l’evalue convenablement, pouvoir eire deduit de nos 
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formules generales. Lorsque la surface (S,) coincide avec la developpable 


14 \ 
/ { FN\ 
/ 


oseulatrice de la courbe les integrales doubles du n’. 4 se reduisent Ires 
facilement en integrales simples et donnent lieu ä plusieurs questions inte- 
ressanles par rapport aux volumes des surfaces podaires d’une courbe ä double 
courbure. Mais pour ne pas interrompre trop la suite des idces. il faut iei 
reprendre le cas general des podaires d’une surface. 

Ss. Nous nous proposons de considerer a present les podaires de 
Fellipsoide qui, depuis la publication des recherches de Fresnel sur la lumiere. 
offren! un interet parlieulier. En y appliquant les resultats preeedents nous 
arriverons a plusieurs resultats nouveaux. 

En vue de celte application et pour faire suile au sujel du mn”. 6 
ajoulons que, quand la surface primilive est symelrique par rapport a lrois 
plans rectangulaires, les integrales 

AR. Az. Az: 
sevanouissent en prenant ces plans de symelrie pour plans des coordonnees. 
Par suile de cette propriele, qui est @vidente a la seule inspeclion des in- 
(egrales donndes au n’. 4, lexpression du volume d’une podaire quelconque 
prend la forme tres simple 


P = P,+Aur+Aay’ + A3»2 


de plus. la surface primitive est partout convexe les coeflicien!s 


/p.docos’e. Ay /p,docos’}. Ay, = /p,docos’z. 


seront manilestement des sommes d’elements de m&me signe, de sorte que le 
lieu (A) des origines de podaires d’egal volume sera un ellipsoide dont les 
axes coineideront avec les axes de symetrie de la surface primilive. 

9. Pour Fellipsoide primitif 


les carres de ses demi-axes ecrits dans l'ordre descendant de grandeur etant 


desienes par a,. @,. a,. nous avons les formules bien connues: 


x r % 
2) Y ME. ee Q /} _— > - _— Du 
cos «d Enz Pı* c05 5 u ‚Po C0SY > Pı® 
a, a, 
SEE SE > . 1 
"a" Er“ ur" ya cos’ß-+ a, cos’y ' 


3P. ‚= /p.do = — — — — /pids 


32 * 
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Ces deux expressions equivalentes pour le volume de la podaire cen- 
trale. ou podaire minimum, ont leurs avanlages. Dans la seconde on suppose 
que lintegrale s’etend a tous les points de lellipsoide primitif; dans la premiere. 
apres avoir exprime «, 5, y. puis p,. au moyen de deux variables indepen- 
dantes convenables, lintegration setendra a tous les points de la sphere de 
ravon egal a Funite. 

I, element spherique do etant ainsi exprime, les limites de lintegralion 


seront independantes de a,. a,. a,. et par voie de differentiation. on aura 


oP, € ! A 
= /m® Lo do: 3 /dop,cos .=.. 


evidemmen! 





el des formules BEER pour An et Az: de sorte que le volume dune 
podaire queleonque se Irouve donnee par la formule 
oP, u 
P= P +2 —- "+2 —-y +32 —- 3; 


od, Od, Od, 


volume quon obtiendra eonsequemment par simple differentiation de l’ex- 
pression de P,*): on observera en meme temps que P, comme fonction 
homogene de a,. «s. a, de l'ordre 3. salisfait dune maniere identique a la 
relalion 

op, cP cP 


+20, a 400, 
od, oA Od, 





3p 2a, 


ou retenant les symboles plus commodes A,,. Ar. Az. 
SP, = m1Aıut+mAR-+ 4 Az. 
I0. De cette formule et de la formule generale relative a P 
on pent tout de suite etablir une relation tres simple entre les volumes de 
la podaire centrale et celui de toute autre dont l'origine se trouve sur lune 
des diagonales du parallelepipede reetangulaire eirconserit a leellipsoide primitif. 
Car les coordonnees dun point queleonque sur une pareille diagonale se trouven! 


donnees par les equalions 





ot r est le ravon vecteur du point en question et a=a,—a;-— a, le carre 


*) La valeur de P, exprimee en integrales elliptiques tut obtenue pour la 
premidre tois par Tortolin en ] 44, L’expression equivalente ä laquelle nous allons 
arrıver posse ‘de, du reste, Tous les avantages de symetrie que faıt necessairement 
perdre lintroduetion des ıintegrales elliptiques. 
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de la demi-diagonale dont il saeit. En substituant ces valeurs les deux 


( 
[ormules relatives a P et a P, donnent: 


., ) 
u __ d 3) > 
Far 


dl 

Quand ""=a, lorigine de (P) coineide avee un des sommels du 
parallelepipede et. lorsque 37” = a, le point de la diagonale se trouve sur 
l’ellipsoide,. de sorte que on peut dire: /e volume de la podaire dont Vorigine 
se trouve a un queleonque des sommels du parallelepipede rectangulaire eircon- 
scrit a Cellipsoide primitif est quatre fois celwi de la podaire centrale et le 
double de celui de la podaire a Üun quelcongue des huit points ou Üellipsoide 
se trouve percee par les diagonales du parallelepipede. 

11. Alın d’etablir d’autres relations nous representerons generalemen! 
par 7;, 9, 2;, el r; les coordonnees et le rayon vecleur d’un point quel- 
conque (i) dans l’espace el nous considererons, d’abord. les podaires (P,). 
(P;), (P;) prises par rapporl aux extremites (1). (2). (3) de trois diametres 
conjugues queleonques d’une surface (S’) de second ordre concentrique a (8 


et semblableme acee. Les demi-axes carres de (S$’) elant ai. «a!. a, on 
t semblablement pla | lemi-axc le (8 ; 


sailt que 


2 +2 +23 = a. 
ytyty = @. 
2 21.2 = 
“ı T 2 "T 23 dl; . 


de sorte qu’en substlituant successivement dans la formule generale de P (n’.S) 
les coordonnees des trois points que nous considerons el en ajoutanl ensemble 
les @qualions resullanles nous aurons 

P,+P.+P; = 3P,+ Aua+ Ana + Ayat = 3P. 


1 - i I 


la somme ceonstante des 


x 
“ 


La podaire (JP) dont le volume est mis ieci egal a 


trois aulres volumes est. comme on le voit tout de suite, d’apres la meme 


formule generale relative a P, celle dont llorigine se lrouve au poin! 


(i a 4, y%) oi la surface (S’) est perceece par la diagonale de son 
3, 13; y3) ou la surl (5 ) est pereee par la diagon: 

parallelepipede eirconserit. 
podaire posilivement ou negalivement selon que le diamelre, sur lequel se 


Puis si l’on convient de prendre le volume dune 


rouve son origine. reneontre la surface (S’) en des points reels ou en des 
points imaginaires, on pourra dire que la somme algebrique des volumes de 


trois podaires de Üellipsoide dont les origines sont aux extremiles de trois 


diametres conjugues quelconques d’une surface (S’) de second ordre con- 
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eentrique a Vellipsoide et semblablement placee, est constante et egale a trois 
fois le volume de la podaire au point oü cette surface (S’) est rencontree 
par une des diagonales de son parallölepipede rectangulaire eirconserit. 

On peut aussi ajouter que cette somme des volumes des trois podaires 
eorrespondantes aux extremites de trois diametres conjugues est non seulemen! 
invariable pour une meme surface (S’). mais pour toutes les surfaces de second 
ordre concentriques et semblablement placees qui sont inserites dans des 
parallelepipedes reclangulaires inserits eux-memes dans une des surlaces (A, 
lien des origines de podaires de meme volume. Car les axes de toutes les 
surfaces pareilles (S$’) satisfont evidemment a la condition 


Aua+ Auas + A,a; —= const. 


12. Quand la surface (S’) est non seulement concentrique ä l’ellipsoide 
primitif' et semblablement placee. mais lui est encore semblable. les diagonales 
de leurs parallelepipedes rectangulaires eirconseritls coineident en direclion: 
de sorle que conformöment au n’. 10 et posanl 


Ir = ital = 


i 


la relation du n’. 11 devien! 


P+P+PR<P-3tt2 pP, 
d 

Quand a’ =a, eest-a-dire quand la surface (S’) coineide avec lel- 
Iipsoide primitif,. on voil que la somme des volumes de trois podaires dont 
les origines sont aux eaxtremites de trois diametres conjugues de Vellipsoide 
primitif, est constante et egale a six fois le volume de la podaire centrale. 

les trois podaires dont les origines se Irouvent aux extremites des 
axes de lellipsoide primitif. sont comprises dans ce theoreme, comme cas 
partieulier. 

13. Quand la surface (S’) est une sphere, les diametres conjugues 
sont a angles droits les uns par rapport aux aulres et les diagonales du 
parallelepipede (cube) eirconserit sont egalement inelinees vers les axes de 
ellipsoide, d’ou il suit que a somme des volumes des podaires de Üellipsoide 
dont les origines sont les trois sommets d’un triangle tri- rectangulaire quel- 
conque sur une sphere concentrique,, est constante et egale a trois fois le 
rolume de la podaire dont Vorigine sur la sphere est egalement eloignee des 
ares de Vellipsoide. La valeur de cette somme constante est: 


3P E= r' (Au Er 1 An Ei Az) . 
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14. En dernier lieu quand la surface (S’) est un ellipsoide confocal 
a la surface primilive on peut mellre: 
“-1=m—-— = aA-a,—=K, 
et substiluer les valeurs de a). a. a; dans la derniere &quation du m’. 11 
De cette maniere on trouve 
P, +P: +P; HP, | h"(Ayı I An+ A3): 
En comparant cette expression avec celle qui se trouve a la fin du 
n’. 13 on conelut que la somme des volumes des trois podaires dont les 
origines sont aux e.xctremites de trois diametres conjugues quelcongues dun 
ellipsoide confocal a la surface primitive, est egale au double de la somm« 
des volumes des trois podaires prises par rapport aux extremites de trois dia- 
metres orthogonaux quelconques d’une sphere concentrigue, dont le rayon carr« 
est la moitie de la difference des carres des demi-axwes des surfaces confocales. 
Ce Iheoreme general comprend comme cas parlieulier (k= 0) celui deja donne 
au n’. 12. 
15. De la formule fondamentale ainsi eerite 


P- P 
H = _— 


r 


— A,,608?4+ A», 008°’ u+ A, cos’ ı 


On peut en oulre deduire d’aulres Iheoremes et, de plus. une con- 
struction pour le volume de la podaire par rapport a un point quelconque. 
En premier lieu nous voyons que la grandeur lineaire MH est constante pour 
tous les points dune meme droite qui passe par le centre de lellipsoide: 

) 
et, en second lieu, que / est la limite vers laquelle 2 Sapproche a 
mesure que l’origine de la podaire s’ecarle du centre. Cette quantite lincaire 
h ctant la hauteur d’un parallelepipede de meme volume que la podaire ei 
qui a pour base le carre construit sur le rayon vecteur, nous nous proposons. 
pour faciliter l’enoneialtion, de lui donner le nom d’elecation podaire au point 
que nous considerons. Ainsi H sera l’elevation podaire a Vinfini sur la droite 
(A,u,v); Aus An, Az respectivement les elevalions podaires a linfini sur les 


trois axes et A,—+ A»-+ ÄA,, celle sur la droite egalement inclinee vers les trois 


axes de l’ellipsoide. 


Concevez maintenant une podaire centrale (P,) d’un ellipsoide (8 
concentrique a lellipsoide primitif (S) semblablement place et telle que ses 
demi-axes carres soient respeclivement proporlionnels aux elvealions A,,. 4. A;,. 
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Il est elair, d’apres la derniere e@quation. que les carres construils sur les 


ravons veelteurs de (P,) seront proporlionnels aux elevations podaires a linfini 





sur ces ravons. Lelevation podaire a linfini elant ainsi delerminee par la 





podaire auxiliaire (PP). On construira d’abord le parallclepipede egal en 





volume a l'exees P—P, du volume de la podaire (P) sur celui de la podaire 





P,): cela fait, la construction de P n‘offre plus de diffieult@. pourvu que 
pP 





soit donne. 





16. Entre les elevations podaires aux divers points de l’espace on 





pourrait etablir de nombreux rapports: nous ne nous arrelerons qua un ou 





deux. Indiquons par (1). (2), (3) les extremites de trois diametres quelconques. 





a angles droits Fun par rapport a lautre, de la surface (S’) consideree plus 





haut au n®. 11. L’addition des trois formules semblables a celles du n’. 15. 





qui se rapportent a ces exiremites,. donne: 





| ER s 3) 
hı+h.+h, = ie =; +—)+A,, + A» + Ag = sh, 
a a. 0 





puisque, dapres un Ih6oreme bien connu, 





I, elevation podaire h que l'on a posee egale a la moyenne arithmelique des 

















trois aulres, correspond au point sur la surface (S’) qui est egalement eloienee 
de ses lrois axes,. comme on peut aisement s’en convaincre en posant dans 
la formule du n’. 15 

cos’ = co’u —=cosr—Ht, 


et en observant que pour un tel poinl 


Dela resulte que la somme algebrique des trois elevations podaires aux 
e.vtremites de trois diametres orthogonaux quelconques d’une surface (S’) de 
second ordre concentrique a lellipsoide et semblablement placee est constante 
et egale a trois fois Üelevation podaire a lextremite d’un diametre de cette 
surface (S’) egalement inclinee sur ses azwes. 

On peut aussi ajouler que celle somme mest pas seulement invariable 
pour une seule et meme surface (S’). mais encore pour toutes les surfaces 
concentriques et semblablement placees qui passent par un meme point egalement 
eloigne des axwes de lellipsoide primitif. 
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Quand la surface (S’) est une sphere, les elevalions podaires ä ses 
divers points sont evidemment proportionelles aux volumes des podaires ayanl 
ces points pour origines; de sorte que l’on obtient de nouveau le Iheoreme 


du n’. 13. 


17. Avant de passer au caleul du volume d’une podaire queleonque 
de lellipsoide nous pouvons remarquer, en dernier lieu,. que pour qualre 
origines quelconques. siluces sur une surface (S’) concentrique a lellipsoide 
et semblablement places. les volumes des podaires correspondantes salisfon! 
a la relation 


Pr © m 3|= 0, 
Pr a 
| P,, ©. 5 3 
T Tr Eu - 


> 
) 


[A 





dont nous ne nous proposons pas. cependant, d’eludier en detail la signification 
seomelrique. 

18. Nous allons maintenant faire voir comment le volume P d’une 
podaire queleonque de lellipsoide peut sexprimer au moyen des differences 
parlielles de lintegrale definie 


' ä dv 
. yo+ta )(o+a,)v-a, 


() \ l I Fi 


On sait bien que quand les coordonnces x, y. z. d’un point queleonque 
d’une surface donndce sont regardees comme fonctions de deux variables in- 
dependantes y el e, on a les expressions equivalentes suivanles pour trois 
fois le volume du telracdre dont le sommel se trouve Aa l'origine des coor- 
donnees et la base est l'element de surface ds enferme entre les courbes 


p = consl.. vr = const. et celles qui leur sont respeelivement conseceulives 








p,ds = =, Y, z dedy. 
| öx oy 03 | 
op’ og’ Op | 
| OX oy 03 | 
ve a 


19. Maintenant lequation de lellipsoide primitif sera evidemmen! 


satisfaite identiquement par les valeurs 
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ee = — C08°« 

ni © T a, P> 
’ 2 m ® in” 
1 Seien 7 ge sı P ( ‘9, 
I "va, r 

2 q, 
3 = d4— 
OA i 


ı 3 
qui. lorsquelles seront substituees dans le determinant ei-dessus et dans l’ex- 
pression pour p, donnee au m. 9, conduisent tout de suite aux eXpressions 


vd = — Allah ._ dudg 
2 (o La\ 
( 74,)° 
I jv+a |. Pr ;» 1 
7 eh er u nk en dr 
Po q, d, m m d; 


En substituant ces valeurs dans la seconde expression de P\_ du n’. 9, en 
etendant lintegration a tous les points de l’octante ellipsoidale et en prenanl 


huit fois le resultat nous trouvons 


0 
3P_: asia aan (9 -a,)?dody 
0) Ya, (dl, 1 . | c-+a, TS ‚° ’ 
ar —sın 6 
| a ri 


par differentiation on en deduit 











ID 
1.2 en. cd 10 +a,)»dedp en 
Tr od; a,d, a, oc+qa, . - 
A % “ir 008? + ——-sın “Yy 
a, dl, \ 


Lintegration par rapporl a g ne RER pas de diffieulte et elle donne, une 


fois effectuce, le resultal 
Be. I \ | 2a, a, 39, 1(o+a,)de 
u Fat @+a)@+a,) (+0) yYR 





ol nous avons mis, pour abreger, 
R = (v+a)(e+@)(v-+aq;). 
20. On peut donner une forme plus commode a l’expression precedente 
de A, en introduisant les differences parlielles des deux integrales definies 


“ dv > 7 pdv 
-/ TR’ y -f Zu 


symetriques 


oO 





En effet si. pour abreger, nous indiquons les r6sultats des operations —— , ——. 
| oa, ' ca, 
0° 0° 
— ——— +. eX6culees sur une quantit& quelconque, en ajoutant au symbole 


ca? ’ 0ca,ca, 
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de cette quantit@ les indices 1. 2, ... 11, 12... .. respeelivement. nous aurons 
1 


7 Az; (U Vı+2a,aV.,- a; ) 2) da, WW H-2a, dl» W 12 7 GW». 


ce qui est aisement verifie. 


21. Toutefois on peut reduire cette expression ä une aulre plus 
simple, eontenant V,. W,. V, seulement. Pour efleetuer cette reduction. job- 
serve quau moyen de lidentite 


dR 
dv 


. br er |  vde r 1 
n Fr W; W; ETF 1/ (Rı-+ R;,- Rt;) Zr ri ed( VR ). 


d’ou, par une integration partielle, on deduit 


R\n+R;+R,. 


en a: 


W,+ W:+W, = —V, 
puisque en sevanouit evidemment aux deux limites. De celte expression 

on obtient encore, par differentiation, les relations 

Wı+ W.- Ws = - N. 

Wet Wat Wa = —V.. 

W;+ Ws+ W, = —V.. 
En traitant de meme linteerale V,. on trouve 
en a 
Yya,a,a, 

— Ra, (Vı+Va+ NV). 


— —Ra,(V2+ % F)s 
— — 2a, (V5- 2 +, 


. N 


De plus. en comparant les valeurs 


Pu B ZIWERN. - etc 
di gr (v- -q, )o-+ a,) vVR’ 


. ‚ . . . 2° dr 
apres avoir decompose en fractions simples les coefficients de Zen Fi; 


V3. Y;ı, on obtient 
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2 (m —-%)Va = Vı- Pr, 

2 (m; —a,)V3 = N.—V;. 

2 (9; —a)Vy, = 1; -Vı; 
et de la meme maniere on lrouve 


2 (m —-@) Wa = ah, -a,V;; 


2 a, —4;) W;; — d; V,—a, Far 
2 (4, —a,) W,, — d ; — (4; F,. 
22. Maintenant les quatre derniers groupes d’@quations suflisent evidem- 


men! pour exprimer A; (n°.20) au moyen de V,,. N, V;. et pour obtenir 


indices les valeurs de A,. A». En y 


de Ja par simple permutation des 
les resultats peuvent s’ecrire de la 


faisant les simplifications convenables 


maniere sulvanle: 


Au zu — >- [a -4,)aVı+ (a -+2rRa,)a V;+ (2a, +a,)a; );]. 
An = = = (Ra,+a;)a, Yı+ (9, -+a,)& V:+ (a, + ?2a,)a;, V;]. 
A, = -—- 5 [(a,- 2a;)a, Vi + (2a, +a,)a V5+ (a, +a,)a;, V;]. 


De ces valeurs des elevations podaires a linfini sur chacun des axes (n’. 15 


on oblient par addition la valeur suivante de l’elevation podaire a linfini sur 
une droile @egalement inelinee sur ces axes: 
A,; 7 Aa-+ A3) — an ((a,+ a,)d; V,+ (a; 7 a,)@; \, H-(a,- : 4, ) IKLE 2 3]- 


Puis,. de la relation donnee a la fin du n’. 9, on deduit l'expression suivante 
du volume de la podaire centrale de lellipsoide: 


P,= -— [m,a, V, +m,a V.+m,a; V;]. 
2 


ou Fon a mis, pour abreger, 


3m, = (m +m+a,) (m +a,)+ m +u;. 
3m, = (v1 +m+a,)(,+a,)+a+a;. 
3m, = (m +m+a,) +) +ai +. 


En dernier lieu pour le volume d’une podaire quelconque (P) dont l'origine 


A est au point (z,y,z) on trouve la valeur 


P= — > [M, d, } 1 + M; a, 2 vr M; 0; s] ? 








Hirst, sur les volumes des surfaces podaires. 261 


ou, posant pour abreger "= ’+y’+32° el a=a,+a,+-a, les quanlites M,. M,. M 


sont donnees par les equations: 


3M, = (a+a;)(Ir+a)+3(ay’-+a,3’)+ai+a). 
3M, = (a,+a,)(Ir+a)+3(a3°+a 2) +a3-+ai. 
3M, = (a+a,) (Ir +a)+3(lar+ay)+a+a. 


Le volume de lellipsoide primitif exprime en },. W;. V, est 
Ss = —4Inlaa.0Vı +90a.%V.+0,0.0;V;]. 
comme cela resulte evidemment de lune des relations du n’. 21. L’inteorale 


I elle-meme ainsı exprimee a la valeur 


= -2[aV, +ah.+a;V;], 
parceque V est une fonction homogene de a,,. @,. a; du degere —}. 


Nous supprimons plusieurs expressions inleressanles de } et de 8 au 
moyen des volumes de certaines podaires. pour passer immediatement a lin- 
troduetion des integrales ellipliques dans les resultats precedenis. 

23. Löintegrale V, au moyen des differences partlielles de laquelle 
on a exprime les volumes de toutes les podaires, est converlie en une in- 
iegrale elliptique de la premiere espece par la substitution 


er a — 4, 
pe A; 

C+1 

1 


en meme temps les limites de g, auxquelles correspondent les limiles x el 0 


de v, seront evidemment O et 6 pourvu que 


a, RE u 5 
0 = arc. cos | —- = are. sin | — 1. 


d 


1 a 


Cela pose, on Irouve facilement comme resultat de cette substitulion l’ex- 





pression 
v___2 di dgy 9 F(ö,k 
a ee You, 
ou 
2 ad da 
Be 
a—u, 


est evidemment positif et moindre que lunite. 
Representant aussi, avec Legendre, par E lintegrale elliplique de la 


seconde espece de sorte que 


() 
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Ia differentiation de la valeur precedente de V nous donne 
1 E | F 























| — ———-— — —— 
—— 
4,4, ya—a ı%, ya—a, 
d, l a —dq, E l F 
1, —4, Ya, a,d, (a, —4a,)(a,—4,) ya—a dı7% ya—a, 
d, 1 | 1 E 
f —“ ————-t ——, 
4, —4, yaca,a, d,—4, Ya—a, 





valeurs qui. substituces dans les formules du n’. 22, donnent celles de A,.. 





As. Ay» Pi. P exprimees en integrales ellipliques. Pour le volume de la 





podaire centrale (P,) par exemple, d’ou Fon peut deduire, par dilferentiation 


partielle, eelui de toute autre podaire (P). nous trouvons l'expression: 
a,a, | : F E \ 
2a— a, ) | + (a4 a5; — 4,0) —— + 2 (a, — a;) U —— |. 
q, ya—a, ya —a, 


‘ 


> 
l 6 





ou nous avons mis, pour abreger, comme ci-dessus, ae = m +4-+-.4;. 

Celle expression s’accorde parfaitement avee celle trouvee pour la 
premiere fois en 1844 par M. Tortolini *). 
24. En faisant diminuer indefiniment a,. lamplitude 9 se rapproche 


. zT . 
de la limite —- et le module # acquiert la valeur 


no 


lwes integrales elliptiques E et F deviennent alors des integrales com- 
pletes,. e'est-a-dire E k,), F (>: k,) ou plus simplement E, et F\. 
2 
Si Ion represente par [U] la limite vers laquelle converge une 
grandeur queleonque U, quand «a, diminue indefiniment,. on deduit des ex- 


pressions du n°. precedent les valeurs particulieres: 














Bit Br 

Fe a—a, ya qa-—a, ya 

Y, BL. 1 u ii 

rn u. 9—a, ya au—a, Ya, 

ENAED: f 1 

| J 3 | =, I} 3] a; ] — m— la; } 3 — 0. 
ya,a, 

r DB ya ‘ / N y y 

Bu — -/2(a+a)E,—-@F,} 


Cette derniere est l’expression du volume de la surface podaire d'une ellipse 


") ce Journal t. 31, pag. 28. 
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par rapport a son centre (n’.7); a l’aide des formules du n’. 22 on trouve 
que celui d’une podaire queleonque de cette courbe est donnee par la formule 
[P] [Pl [(2a,-a,) E,-a,F,]x°+ [(a,-2a;) E+@F,]y’ı(a-@)E, =. 

La surface podaire, dont le volume se trouve ainsi exprime. sera 
evidemment engendree par une eirconference qui se meut de maniere a passer 
constamment par le point (@,y,2), par sa projeclion (S,7,{Ö) sur le plan de 
lellipse (a,.«a,), et par la courbe podaire de cette ellipse prise par rappor! 
au point ($,2,{). 

25. Nous donnons, en dernier lieu. les modifieations des formules 
precedentes qui correspondent aux cas particuliers des ellipsoides de rotalion 


Pour le spheroide allonge, «a, = a,, nous Irouvons 


. % a 
| —log[ nn 25 |. 
ya—a, d, d; 


‚es 





N; Be Me > Ei a 
= ‚(2a +34,) ya, + Iog]| | u Mat, BEE > I}: 
ya—a, i d, dl, 
P * OP, na OP, , 
sr; d, we d, (y- 


Pour € = a—a, y=z=0, le volume de la podaire par rapport a un 





[oyer devien! 
> 

j „op, 

P=P+ 2 





(a a;)= 4na,ya,. 
cest-a-dire egal au volume de jr sphere construite sur laxe majeur de 
'ellipse generatrice, resultat qui est exact. 

Pour le spheroide aplati. «a, = a,, nous avons 





. 2 / (dl, 
Fo ie arc cos | ee 
ya—a, ” 
p _ "fg 9, RE... /4 
er u Ad, + u er arc cos ) ei 
l 3 
oP " ’ 7 
P=P+—- (2 +y)+32 —-2. 
or ca, ( | y 7 oa, e 


La derniere formule se reduit, pour a, =, 


[P] = —— a(3x° + 3y?+ 23° + 2a’) 


Ainsi se trouve exprime le volume de la surface podaire d’un cercle de rayon 
prise par rapport a un point (x, y, 3) quelconque de l’espace. 


Londres, Septembre 1862. 
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Note additionelle. 





Lorsque javais envoye a la redaction du Journal de mathematiques le 






travail quon vient de lire, M. Borchardt a eu l'obligeance d’appeler mon 






altention sur deux memoires anterieurs de lexistence desquels je n’avais pas 






eu eonnaissance, el qui lraitent aussi les volumes des surfaces podaires. 






le premier de ces memoires a paru dans les Archives de Aathematiques 





et de Physique, de M. Grunert, t. 32. 1860. sous le titre de „Kubatur des 





Fusspunktenkörpers eines Ellipsoides“. L’auteur. M. Hagener de Posen, \ 






exprime le volume d’une surface podaire queleonque d’un ellipsoide primitif. 






au moven dintögrales elliptiques de la premiere et de la seconde espece. 






















II ne donne pas. il est vrai. d'une maniere explieite, la relation fondamentale 





du n’. 9. au moyen de laquelle le volume P d’une podaire quelconque se 
deduit immedialement du volume P, de la podaire centrale (deja caleule par 
Tortolini) ei des derivees parlielles de P, par rapport aux axes. Toutefois. 


il arrive a une expression svmelrique fort interessante de P en fonetion 


des derivees parlielles de lintegrale double 


I T 
2 N? sn dad 
» u FE 7 a REEL DE EEE We 
J (cos # sm Pcos’w  sın’dsin w y? 
q 5 N =. i Be 1 cr 
(‚ 0 a 


u 


(A, a 


ı laquelle Jacobi, dans le vol. X. de ce journal. a reduil la quadralure de 
la surface de lellipsoide a axes reeiproques de lellipsoide primitif. — Gräce 
a cette expression de P, M. Magener a egalement ete conduit a la decouverle 
de la serie des ellipsoides. lieux des origines des podaires de meme volume. 

Le second de ces memoires, qui a un caraclere plus general. ne parail 
pas avoir ele porle a la connaissance du public. I a etc publie a Berlin 
en 1559. sous forme de These inaugurale et porte pour litre: „De super- 
fieierum pedalium theorematibus quibusdam”. L’auteur. M. Fischer de Berlin. 
v traite dabord de quelques unes des proprieies generales des surfaces podaires. 
I! examine ensuile les volumes des surfaces podaires et etablit d’une maniere 
parfaitement generale les deux theoremes fondamenlaux enonees dans len’. 3. 


IS69. 





Londres. 27. avril 











Nachweis der 27 Geraden auf der allgemeinen 
Oberfläche dritter Ordnung. 


(Von Herrn H. Schröter zu Breslau.) 


e 

U nter den verschiedenen Erzeugungsarten der Flächen dritten Grades. 
welche Steiner *) angegeben und aus denen er eine Reihe der wesentlichsten 
Eigenschaften dieser Flächen hergeleitet hat, ist eine nicht angeführt. welche 
als ursprünglicher gelten kann und für manche Untersuchungen vortheilhafter 
ist; diese, wie es scheint, zuerst von Grassmann ”*) ausgesprochene Erzeu- 
sungsart lautet dort: 

Der Durchschnitt dreier einander projektieischen Ebenenbüschel zweiter 
Stufe ist eine Oberfläche dritter Ordnung. 

Der Nachweis, dass die auf diese Art durch Punkte in linearer Weise 
construirte Fläche jene 27 Geraden enthält, welche auf der allgemeinen Ober- 
läche dritter Ordnung liegen, bietet sich bei dieser Erzeugungsart nicht so 
unmittelbar dar, wie bei den anderen, weil in letzteren meist schon eine Gerade 
als der Oberfläche angehörig in die Definition eingeht; zugleich führt die 
Auffindung der 27 Geraden hier direkt auf jenes anschauliche Arrangemen! 
dieser Linien, auf welches Schläfli ***) zuerst aufmerksam gemacht hat und 
endlich sind die Erzeugungsarten von Steiner wie auch die von F. August ****) 
angegebene in der obigen enthalten. Die Auffindung der 27 Geraden auf 
der Oberfläche dritter Ordnung, als Erzeugniss dreier collinearen Ebenenbündel 
aufgefasst, ist der Gegenstand dieses Aufsatzes und dürfte aus den angegebenen 
Gründen nicht ohne Interesse sein, obschon die Frage von anderen Gesichts- 
punkten aus sowohl durch rein geometrische Betrachtungen als auch durch 
die analytischen Untersuchungen von Cayley, Salmon und Olebsch als erledigt 
angesehen werden darf. Aus der obigen Definition ergiebt sich auch eine 





*) Dieses Journal Bd. 53, Seite 133. 
##*) Dieses Journal Bd. 49, Seite 64. 
*##) "T’he quarterly Journal vol. II, pag. 116. 
*###) Disquisitiones de superficiebus tertii ordinis. Inaug. Diss. 1862. 
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lineare Construction der Oberfläche dritter Ordnung durch 19 im Raume be- 


liebie gegebene Punkte, auf welche ich bei einer anderen Gelegenheit zurück- 


zukommen gedenke. 


I. Alle durch einen Punkt gehenden Ebenen sollen ein Ebenenbündel 
heissen zur Unterscheidung von Ebenenbüschel, welches nur die durch eine 
(rerade gehenden Ebenen enthält. Die Ebenen zweier Ebenenbündel können 
eindeutig auf einander bezogen werden. so dass jeder Ebene des einen Bündels 
eine einzige bestimmte des anderen entspricht und umgekehrt. Diese bekannte 
Beziehung (Collinearität) ist die Ausdehnung der projectivischen Beziehung 
auf Gebilde von doppelt unendlicher Mächtigkeit und kann nach Seidewitz *) 
foleendermaassen hergestellt werden: Sei M der Mittelpunkt des einen, M’ der 
des anderen Bündels. seien durch HM zwei beliebige Ebenen a, b angenommen 
und durch M’ zwei beliebige Ebenen a’. b', ferner in der Ebene «a ein ge- 
wöhnliches Strahlbüschel mit dem Mittelpunkt M, in der Ebene a’ aber ein 
mit diesem projectivisches Strahlbüschel um den Mittelpunkt #7’, in gleicher 
Weise in b ein beliebiges Strahlbüschel um M und in 5’ ein projectivisches 
Strahlbüschel um M': endlich sei noch bei dieser zwiefachen sonst willkürlich 
festgestellten projeetivischen Beziehung die eine Bedingung erfüllt. dass der 
als Schnittlinie der Ebenen a, b in beiden Strahlbüscheln auftretende Strahl 
zu seinem entsprechenden für beide Beziehungen denselben als Schnittlinie 
von «5b auftretenden Strahl habe; alsdann ist die collineare Beziehung der 
beiden Ebenenbündel M und M’ vollständig bestimmt, denn irgend eine durch 
M gelegte Ebene x schneidet die Ebenen a und b längs zwei Strahlen, deren 
entsprechende in den Ebenen «’b’ die entsprechende Ebene x’ bestimmen. 

Es ergiebt sich hieraus unmittelbar, dass irgend vier als entsprechend 
willkürlich festgesetzte Paare von Ebenen (von denen sich nicht je drei in 
derselben Geraden schneiden) zur Bestimmung der collinearen Beziehung 
beider Bündel ausreichen und erforderlich sind, dass aus ihnen zu jeder fünften 
Ebene des einen Bündels die entsprechende des anderen auf lineare Weise zu 
eonstruiren ist, dass, wenn die Ebene x ein gewöhnliches Ebenenbüschel be- 
schreibt, die entsprechende x’ ein projectivisches Ebenenbüschel beschreibt 


*) F. Seidewitz, Darstellung der geometrischen Verwandtschaften mittelst projec- 
tivischer Grebilde, @runerts Archiv für Math. u. Phys. Bd. VII, Seite 113 und Bd. VIII, 
Seite 1 ff. 
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u. s. f., wie dies denn aus der collinearen Beziehung überhaupt hinlänglich 
bekannt ist *). Gleichzeitig stecken in den beiden eollinearen Ebenenbündeln 
zwei collineare Strahlenbündel (Raumbüschel). denn jedem durch M chenden 
Strahle, als Schnittlinie zweier beliebigen Ebenen aufgefasst, entspricht ein 
bestimmter durch M gehender Strahl des anderen Bündels. die Schnittlinie der 
beiden jenen entsprechenden Ebenen. und es treten also bei dieser collinearen 
Beziehung die beiden Gebilde eines Strahlenbündels und Ebenenbündels eleich- 
zeitig auf. Fügt man ihnen noch die nach dem Prinzip der Polarität zuge- 
hörigen beiden Gebilde doppelter Unendlichkeit hinzu: Die Ebene erfüllı 
einerseits mit Punkten, andererseits mit Geraden. und überträgt auch auf sie das 
oben angedentele Prinzip der eindeutigen Beziehung der Elemente verschiedener 
(Gebilde auf einander, so hat man die Grundelemente für die Untersuchung 
äumlicher Gestalten von grosser Mannigfaltiekeit und eine reiche Quelle zur 
Auflindung geomelrischer Wahrheiten. welche zuerst aufeedeekt zu haben 
Steiners Verdienst ist. Wir beschränken uns hier auf die Oberfläche driiter 
Ordnung. 

2. Drei beliebig im Raume liegende eollineare Ebenenbündel erzeugen 
eine allgemeine Oberfläche dritter Ordnung, d. h. der Ort des Schnittpunktes 
dreier entsprechenden Ebenen der drei Bündel ist diese Oberfläche dritter 
Ordnung: sie geht, wie ersichtlich ist, selbst durch die Mittelpunkte der Bündel 
hindurch. Um den Grad der Oberfläche zu ermitteln. wollen wir die Durch- 
schniltseurve des eben definirten Ortes mit einer beliebigen Transversalebene 
aufsuchen und zeigen. dass dies eine allgemeine Curve dritten Grades ist. 
Enthält nämlich die Transversalebene E einen Punkt des Ortes, so müssen 
drei entsprechende Ebenen der drei collinearen Bündel die Ebene E längs 
dreier Geraden schneiden. welche in diesen Punkt zusammenlaufen. Ziehen 
wir nun durch den Mittelpunkt M, des ersten Bündels einen beliebigen Strahl 
$ı, so entspricht demselben ein bestimmter Strahl s, des zweiten Bündels M, 
und ein bestimmter Strahl s, des dritten Bündels M,; mögen s, 5 s; der Ebene E 
in pı P2 ps begegnen. Drehen wir um s, eine Ebene, so drehen sich die ent- 
sprechenden Ebenen in den beiden anderen Bündeln um s, und s, und be- 
schreiben mit dem ersteren projeelivische Ebenenbüschel, ihre Durchschnitte 


also projectivische Strahlbüschel; die beiden Strahlbüschel um p, und p, haben 





*) Vergl. Möbius barycentrischer Kalkul Seite 301ff. und Magnus Sammlung 
” re . h . e rg\ ® % ° « » 
von Aufgaben und Lehrsätzen aus der analytischen Geometrie II Theil Seite 31 ff. 


34 * 
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als Ort der Durchschnittspunkte entsprechender Strahlen einen Kegelschnitt K 
und die Strahlbüschel um p, und p, erzeugen in gleicher Weise einen Kegel- 
schnitt K’; diese beiden Kegelschnitte K und K’, welche den Punkt p, gemein 
haben. schneiden sich ausserdem im Allgemeinen noch in drei Punkten, die 
der Construction zufolge die Eigenschaft besitzen müssen, dass durch jeden 
derselben drei entsprechende Ebenen der drei collinearen Bündel gehen; es 
sind also Punkte des gesuchten Orles, die in der Ebene E liegen. Von jedem 
der beiden Kegelschnitte K und K’ lassen sich ausserdem drei Punkte angeben. 
die von Wichtigkeit sind; die beiden collinearen Bündel M, und M, als 
Strahlenbündel aufgefasst treffen nämlich die doppelt gedachte Transversal- 
ebene E in zwei auf einander liegenden collinearen Punktgebilden, die im 
Allgemeinen drei Doppelpunkte P Q R besitzen d. h. drei solche Punkte. 
in deren jedem zwei entsprechende Punkte der beiden collinearen Ebenen 
vereinigt sind *). Es ist klar, dass der Kegelschnitt X durch die Punkte P, 
9, R hindurchgehen muss, weil (M,p,P) und (M,;p;P) entsprechende Ebenen 
sind u. s. f. Ebenso treffen die collinearen Bündel M, und M, die doppelt 
vedachte Ebene E in zwei collinearen auf einander liegenden ebenen Punkt- 
vebilden, welche drei Doppelpunkte P'O’R’ besitzen, und der Kegelschnitt AK’ 
muss durch dieselben hindurchgehen. Denken wir uns jetzt den Strahl s, in 
einer beliebigen aber festen durch M, gehenden Ebene E, um den Mittelpunkt 
M, gedreht, dann wird der Strahl s, sich in der entsprechenden durch M, 
gehenden Ebene E, um M, drehen, und ebenso s, in der entsprechenden 


Ebene E, um #1, herumbewegen, und alle drei werden projectivische Strahl- 
büschel beschreiben; werde die Transversalebene E von den drei entsprechenden 
Ebenen E&, E, E, längs dreier Geraden /, 2, /, geschnitten, dann geht offenbar 
der Kegelschnitt X durch den Schnittpunkt $S von Z, und /, und ebenso K' 
dureh den Schnittpunkt S’ von /, und Z,. Mit dem Strahle s, verändern sich 
nun auch gleichzeitig die beiden Kegelschnitte K und K’, aber der erstere 
läuft beständig durch die vier unveränderlichen Punkte PO R S und der 
letztere durch P’ Q' R’ S’; wir erhalten also zwei Kegelschnittbüschel von 
je vier Punkten und es müssen dieselben projectivisch sein, weil die Ver- 
bindungslinie SS’ (oder /,) von je zwei zusammengehörigen in derselben Punkt- 
reihe p, getroffen wird. Folglich ist der Ort der Schnittpunkte je zweier ent- 
sprechenden Kegelschnitte dieser beiden projectivischen Kegelschnittbüschel eine 





*) Sıehe Seidewitz a. a. OÖ. 
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allgemeine Curve dritten Grades, welche durch die sechs Punkte PO RP'O'R' 
(aber nicht durch S und S’) hindurchgeht *). Diese allgemeine Curve dritten 
Grades ist also der Ort solcher Punkte der Ebene E, in welchen sich drei 
entsprechende Ebenen der drei collinearen Bündel treffen d. h. die Schnitteurve 
der Ebene E mit dem von den drei Bündeln erzeugten räumlichen Orte: 
dieser selbst ist also eine Oberfläche dritter Ordnung. w. z. b. w. Es ist 
zugleich für das Folgende von Wichtigkeit, zu wissen, welchen Ort diejenigen 
besonderen Ebenen je eines Bündels umhüllen, deren entsprechende in den 
beiden anderen sie längs den Punkten der eben gefundenen Curve dritten 
Grades in der Transversalebene E schneiden. Um dies zu ermitteln haben 
wir nur die drei übrigen Schnitipunkte der beiden Kegelschnitte K und K', 
welche x y z heissen mögen, mit p, zu verbinden und aufzusuchen, von der 
wievielsten Classe der gesammte Ort der drei Verbindungslinien p,x. pıYy. pı2 
wird. Denken wir uns hierzu einen beliebigen Punkt // der Ebene E mil 
dem veränderlichen Punkte p, verbunden und suchen den zweiten Schnittpunkt 
dieses Strahls und des Kegelschnitts X auf, so ist der Ort desselben. wie 
leicht zu sehen ist, ein neuer Kegelschnilt 8. welcher durch /Z geht: ebenso 
erhalten wir als Ort des Schnittpunktes von //p, mit dem Kegelschnitt A 
einen neuen Kegelschnitt $’, welcher gleichfalls durch // geht. Die beiden 
Kegelschnitte & und &’ haben im Allgemeinen noch drei gemeinsame Punkte. 
die mit /7 verbunden drei Strahlen von der gewünschten Eigenschaft liefern: 
folglich ist der gesuchte Ort von der dritten Classe. Wir schliessen also 
Folgendes: Von den Schnittpunkten entsprechender Kbenen dreier collinearen 
Ebenenbündel liegen in einer beliebig gegebenen Transversalebene unendlich 
viele auf einer allgemeinen Curve dritten Grades und diejenigen je drei Ebenen, 
welche diese Punkte bestimmen, wumhüllen in jedem der drei bündel einen 
Kegel dritter Classe. 

3. Drei entsprechende Ebenen der drei collinearen Bündel schneiden 
sich immer in einem Punkte, der ihrem Erzeugnisse, der Oberfläche dritter 
Ordnung, angehört; es kann aber insbesondere vorkommen, dass sie sich in 
derselben Geraden schneiden, in welchem Falle diese ganz der Oberlläche 
angehören muss. Um zu untersuchen, wie oft dies vorkommt, denken wir 
uns zwei verchiedene Transversalebenen E und E’ beliebig angenommen, dann 





*) Siehe Chasles, Comptes rendus de l’Acad&mie des sciences, tome XXXVII 
16 aoüt 1853. 
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müsste ein solches besonderes Tripel von entsprechenden Ebenen einen Schnilt- 
punkt sowohl in E als auch in E’ haben und umgekehrt. Nun umhüllen 
nach 2. diejenigen Ebenen des ersten Bündels. welche Punkte der Ebene E 
liefern. einen Kegel dritter Classe und ebenso diejenigen Ebenen des ersten 


a7} 


Bündels,. welche Punkte der Ebene E’ liefern. Diese beiden Kegel mit dem- 
selben Mittelpunkte M, haben im Allgemeinen neun gemeinschaftliche Be- 
rührungsebenen. von denen drei sofort anzugeben sind. In die Schnittlinie 
von E und E’ fällt nämlich dreimal ein Schnittpunkt dreier entsprechenden 
Ebenen hinein und dieser liegt dann zwar in beiden Transversalebenen. is! 
aber derselbe. Die übrigen sechs gemeinschaftlichen Berührungsebenen müssen 
dagegen solche Ebenen des ersten Bündels sein, dass jede mil ihren beiden 
entsprechenden im zweiten und dritten Bündel durch dieselbe Gerade geht. 
Wir schliessen also: Dei drei beliebig gegebenen collinearen Ebenenbündeln 
kommt es im Allgemeinen sechs Mal vor, dass drei entsprechende Ebenen sich 
in derselben (Geraden schneiden. 

I. Die sechs geraden Linien, welche wir als vollständig der Ober- 
läche dritter Ordnung angehörig gefunden haben. geben zu neuen Geraden 
Veranlassung. die ebenfalls gänzlich auf der Oberfläche liegen. Jene ursprüng- 
lichen sechs Geraden sind aber selbst gewissen Bedingungen unterworfen. die 
sich unmittelbar herausstellen. Es ist einleuchtend,. dass sich im Allgemeinen 
keine zwei von ihnen Ireffen werden, denn sonst müssten sich drei ent- 
sprechende Strahlen der drei collinearen Bündel in einem Punkte treffen: 
dies würde aber eine Bedingung für die drei ganz willkürlich gegebenen col- 
linearen Bündel sein, die nicht angenommen ist. Es können auch keine vier 
von jenen sechs Geraden die Generatrices derselben Art eines Hyperboloids 
sein. d. h. von drei Geraden gleichzeitig getroffen werden. denn sonst würde 
die ganze Schaar von Geraden, welche jene vier schnitten. der Oberfläche 
dritter Ordnung angehören müssen, diese würden also zerfallen in ein Hyper- 
boloid und eine Ebene. Dagegen werden vier beliebige Gerade im Raume. 
von denen keine zwei sich begegnen und die auch nicht auf einem IHlyper- 
boloid liegen. bekanntlich immer im Allgemeinen von zwei bestimmten Geraden 
oleichzeilig getroffen. die auf bekannte Weise zu construiren sind; solche 
(rerade müssen der Oberfläche dritter Ordnung ganz angehören, weil sie vier 
Punkte mit ihr gemein haben. 

Mögen die sechs ursprünglichen Geraden mil 

be def 
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und die Fläche dritten Grades zur Abkürzune mit F® bezeichnet werden: 
nehmen wir dann irgend vier a b ce d von ilınen und construiren die beiden 
Geraden « und 5, welche ihnen gleichzeitig bereenen,. so wird das dureh 
die drei Geraden a b e bestimmte Hyperboloid 4° auch & und » enthalten 
und also mit F fünf gerade Linien gemein haben. folelich nothwendie noch 
eine sechste Gerade, die wir mit 7 bezeichnen wollen. und welche nach dem 
Obigen nicht mit a b e zu derselben Schaar Generatrices gehören kann. son- 
dern zu der anderen Schaar gehören, also a b e eleichzeitie schneiden muss. 
Mehr als diese sechs Geraden a b e « 5 y kann aber das Hvperboloid 4 
mit F#'° nicht gemein haben. Denken wir uns daher die beiden Geraden «' 7 
construirt, welche a b e e gleichzeitig treffen und endlich noch die beiden 
Geraden «" 5”, welche a b e f gleichzeitig treffen. so müssen diese vier 
Geraden «' 9’ «@' 9”, weil sie nothwendig sowohl dem Hyperboloid 4 wie 
der Fläche F'’ angehören, in irgend einer Weise mil den dreien « 9 


Mr 


1 


coineidiren. Von den beiden Geraden «’ 5’ muss hiernach mindestens eine 
mit « oder 5 coineidiren. denn fielen sie selbst zusammen und eoineidirlen 
mit 7, so hätten 4° und F' diese doppelte Gerade und ausserdem noch fünf 
(rerade gemein. was unmöglich ist. Wir können also annehmen. dass «' mil 
a zusammenfällt, d. h. mindestens eine der beiden Geraden. welche a b e d 
treffen, muss auch e Irelfen und da wir vier ganz beliebige aus den anfäng- 
lichen sechs Geraden herausgenommen haben, so gilt dies für jede vier: es 
stellt sich also folgende Bedingung, welcher die sechs anfänglichen Geraden 
unterworfen sind. heraus: Die sechs Geraden a b e d e f liegen derart. dass 
eine von solchen zwei Geraden, weiche irgend vier von jenen Irelfen. zu- 
gleich einer der beiden übrigen begegnet. Wir können aber weiter einsehen. 
dass nicht gleichzeitig «’ mit & und 5’ mit 5 coineidiren kann. dass also 7 
mit 7 zusammenfallen muss; denn fielen @’ und «, 5’ und 9 zusammen. so 
müsste von den beiden letzten Geraden «’ 5” eine, etwa «”, mit y und die 
andere 5” mit « oder 5 zusammenfallen, d. h. die Geraden @« 9 y träfen in 


folgender Weise die anfänglichen sechs Geraden 


een = rn 7 
Ba weh eerdef 
AeeNE I 7 5: 


Dies ist aber unmöglich, denn das durch die drei Geraden a b ce bestimmte 
Hyperboloid H“) begegnet nothwendig ausserdem der Fläche F in drei un- 
veränderlichen Geraden «@ /% y; dieselben drei Geraden müssten also auch 
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resultiren. wenn f mit d vertauscht würde oder überhaupt irgend eine Ver- 
tauschung der Geraden d e f einträte,. d.h. « 5% y müssten auch in irgend 
einer Reihenfolge derart den anfänglichen sechs Geraden begegnen 

eine abeef 

die andre abedef 

die dite abed. 
Bei der Identifieirung dieses Arrangements mit dem vorigen würde aber 
immer folgen. dass vier von den Geraden a b ce d e f durch dieselben drei 
# 9 y getrolfen werden, was gegen die Annahme ist. Es bleibt also nur 
noch übrig, dass «' mit @ coincidirt, 9’ dagegen mit y und ebenso von den 
beiden letzten «@” und P” eine, etwa ?”, mit 7 und die andere «” mit « oder 
3: ersteres,. dass nämlich «”’ mit & coineidirt, kann wiederum nicht der Fall 
sein. denn sonst hätten wir ein Arrangement, wie folgt 

oe trälle abedef 


n - abed 
Y - abeceef, 


was nicht möglich ist aus dem vorhin angegebenen Grunde; es muss also «' 
mit «@, 9 mit y, @’ mit 5 und 5” mit z zusammenfallen, d. h. 
ee trifft abede 


P - abedf 
Y _ abcef. also: 


Die sechs Geraden a b ce d e f liegen nothwendig so, dass, wenn irgend vier 
von ihmen herausgenommen werden, die eine derjenigen beiden Geraden, welche 
diesen vieren gleichzeitig begegnen, zugleich einer der beiden übrig gebliebenen 
und die andere der anderen begegnen muss oder so, dass irgend fünf von den 
(reraden a be de f von einer und nur einer einzigen getroffen werden. 

>. Da sich die sechs anfänglichen Geraden nur auf sechs Arten zu 
je fünf eombiniren lassen. so erhalten wir also nur sechs neue Gerade, von denen 
drei die obigen @ 5 y waren. Wir bezeichnen jetzt diese sechs neuen Geraden 
der Fläche F" durch a, b, ce, d, e, fi und zwar so, dass 

a trifft bedef 


b, - acdef 
c - abdef 
di - abecef 
es - abedf 


fi - abede., 
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woraus denn zugleich ein reciprokes Verhalten hervorgeht. dass nämlich 
a tt dad e fi 


bh - aafodef: 
C - abhde fı 
en: abaef 
e - abadfı 
f ur 7 rer ur 


Aus diesen 12 Geraden ergeben sich nun sofort die funfzehn übrieen. denn 
die beiden Ebenen 

(ab,) und (ba,) 
schneiden sich in einer Geraden g,. welche ganz der Fläche F" angehören 


muss. weil sie gleichzeitig den vier Geraden a b a, b, begegnet: es kommen 


- 


> ö 6.5 ” ‚ 
also zu den früheren 12 noch TE 15 neue Gerade g;: zusammen gieb! 
es also 27 Gerade auf der Oberfläche dritter Ordnung. 
Die letzteren funfzehn Geraden liegen mit den ersteren zwölf in 
2.15 = 30 solchen Ebenen 4, deren jede drei der Oberfläche angehörige 


(srerade enthält. nämlich in einer Ebene liegen immer 


ab, ge ) Whb gm 
ı@ C, 93 a, € 9 
a dı ga a, d gu 
a ec, 95 a, e gi 


a fı 9 a, f 9w 
bc 93 | de 9 


J 








‚b dı 9x4 b, d gu 
l.) be, 9: be 95 


b fi 9% b, f MER 
ce. dı 9% cd 9; 





c €, 95 c, @ 935 
€ fi 936 C f I;6 
de, 9% d, e 9% 


dfı 9% dı f 9% 
e fı I |! € f I56 : 





Dass aus der Gruppe der 12 Geraden a b...f, a, b,...f, sich keine neuen 

(Geraden herleiten lassen. welche ganz der Oberfläche F“ angehören könnten. 

ist ersichtlich: die funfzehn Geraden g;. sind aber selbst Bedingungen unter- 
Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 3. 39 
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worfen, aus denen hervorgeht, dass auch sie auf keine weiteren Geraden 
führen können, so dass dann erwiesen ist, dass die Fläche F®’ im Allgemeinen 
nur jene 27 Geraden haben kann. 

Nehmen wir nämlich zwei Ebenen, z. B. 

ab, gr und ed, 94; 

aus dem obigen Schema (I) heraus, so wird ihre Schnittlinie der Fläche F' 
im Allgemeinen in drei Punkten begegnen. von denen zwei offenbar der 
Schnittpunkt von a d, und der Schnittpunkt von 5, e sind; der dritte Schnitt- 
punkt muss daher sowohl in g, als auch in g,, liegen, d. h. die beiden Geraden 
Y, und g,, müssen sich schneiden und im Allgemeinen müssen immer g;, und 
Y, in einer Ebene liegen, sobald ik, ö%# von einander verschieden sind. Dass 
die Schnittlinie der betrachteten beiden Ebenen nicht ganz auf der Oberfläche 
F'’ liegen kann, ist kaum zu erwähnen nöthig, weil sonst eine Ebene mit 
der Fläche F® vier gerade Linien gemein hätte, was unmöglich ist. 

Da 9.» und g;,, in einer Ebene liegen, so muss diese der Fläche F®’ 
nothwendig noch in einer dritten geraden Linie begegnen, die leicht anzugeben 
ist, nämlich g,,; denn letztere schneidet nach dem Vorigen sowohl y, wie 4;,- 
liegt folglich mit diesen beiden sich selbst schneidenden Geraden in einer 
Ebene, und im Allgemeinen liegen immer drei Gerade 9; gi Gi. in der- 
selben Ebene, bei welchen ik, :'%k’, ö’k’ von einander verschieden sind. Hieraus 
ergeben sich 15 neue Ebenen 4, in welche sich die Geraden g;, folgender- 


maassen vertheilen: 6 a 
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Es giebt also. wenn wir die früheren 30 Ebenen hinzurechnen. im Ganzen 
30+15=45 solche Ebenen 4, deren jede drei von den 27 Geraden enthält. 
Aus diesen Beziehungen der Geraden g;, unter einander oder mit den an- 
fänglichen 12 Geraden geht hervor, dass sich keine anderen Geraden weiter 
auf der Fläche F" ziehen lassen. 
6. Wählen wir von den eben erhaltenen 45 Ebenen 4 zwei aus. 

welche sich nicht in einer der 27 Geraden schneiden. z. B. 

In I Is 

Is 95 In» 
so liegen die so unter einander gestellten Geraden selbst paarweise in einer 
Ebene. welche der Fläche F in je einer dritten Geraden begegnet; diese 


hinzugefügt erhalten wir folgendes Schema 


Ir | I | I56 
| | 


I | G5 | 913 





| 
I 





I | I24 E 


935 





bei welchem immer drei in einer Horizontal- und gleichzeitig drei in einer 
Vertical-Reihe stehende Gerade in je einer Ebene liegen: die drei ersten 
Ebenen sind die Flächen eines Steinerschen Trieders und die drei anderen des 
conjugirten Trieders; die 9 Geraden, in welchen die Flächen der beiden con- 
jugirten Trieder einander schneiden, gehören sämmtlich der Fläche F"’ an. 
Man kann ein solches Triederpaar auch aus dem Schema (1.) bilden und zwar 
in zweifacher Weise, wofür folgende Beispiele Prototypen sind: 




















a b, In | a b, | In 
1) co |d | ga aut 
913 | 924 | I56 | 95 | € a, 














Fragen wir, wie viel Triederpaare sich überhaupt bilden lassen, so ergiebt 
sich zunächst aus dem Schema (1.) der 30 Ebenen / nach dem Modell 1). 


dass wir so viel demselben analoge bilden können, als sich sechs Elemente 
6.5.4.3 





zu je vier combiniren lassen, also 1337” 15. und aus jeder solchen Ver- 


35 ” 


Lu zu 
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bindung von je vier Elementen immer 12 Triederpaare hervorgehen. z. B. 
! 
ausabed ab, ab, ac, dc, ad, ad, 


e,d dc b,d d,b bie c,b 


a,b a,b a,c a,c a,d a,d 
cd, de, bd, db, be, cb.. 
wo die zugehörigen g;, der neun, das Triederpaar constituirenden Terme 
leicht zu ergänzen sind. Von diesen 15.12 = 180 Triederpaaren sind aber 
die Hälfte fortzulassen, weil immer zwei auftreten. die nur dadurch verschieden 
sind. dass Horizontal- und Verticalreihen mit einander vertauscht sind. wobei 
natürlich das Triederpaar dasselbe ist, z. B. 
ab, und ac, 
u. b,_d. 
Zu diesen 90 Triederpaaren kommen nun diejenigen. welche aus dem Modell 2 


hervorgehen, und deren es offenbar so viel giebt, als sich sechs Elemente zu 
u 6.5.4 ‚ rn 
je drei combiniren lassen, d.h. 5, = 20; endlich noch diejenigen, welche 


sich aus der Gruppe (Il.) der 15 Ebenen .7 bilden lassen. Hier ist jede 


Ebene nur mit 5 anderen so zu verbinden. dass sich diese beiden nicht in 


15.5 a nn 
einer der 27 Geraden schneiden, und dies giebt —— = 60 Combinationen. 


LT 





welche auf Triederpaare führen; hiervon ist aber nur der sechste Theil zu 
nehmen. weil sich sowohl Horizontal- und Vertical-Reihen mit einander ver- 
tauschen lassen, als auch jede dieser drei Reihen auf drei Arten zu je zweien 
mit einander verbunden werden können: wir erhalten mithin nur 10 neue 
Triederpaare, die aus je neun g;, zu bilden sind und hiernach im Ganzen 
90 420-410 = 120 Triederpaare. Verschiedene Ebenen aus den Gruppen (1. 
und (I1.) mit einander in Verbindung gebracht, führen natürlich wieder zu 
Triedern. die zu den ersten 90 gehören. 

7. Aus sämmtlichen 27 Geraden der Fläche F"®) lassen sich noch 
auf mehrfache Weise solche 6 Paare auswählen, wie diejenigen waren, auf 
welche wir zuerst eeführt wurden. nämlich: 

[\ ja —....2; 
“ EEE TR 
wo zwei unter einander stehende sich nicht schneiden, dagegen jede der einen Reihe 
die fünf anderen mit Ausnahme der mit ihr in derselben Colonne stehenden triflt. 

In der That ergiebt sich aus der Anschauung der obigen Beziehungen 


zwischen den 27 Geraden. dass die 12 Geraden 




















-) 


Y .. . 2 [9 Wr Y 7: ® - 
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/ ‚ad, 93 94 95 I 
AL) | 
b bi 95 9 95 I 


eine ganz ähnliche Gruppe von 12 Geraden bilden wie die anfäneliche: 


5.8 Be 
derarliger Gruppen giebt es offenbar 13° 15: ferner erhalten wir noch ein 


- 


drittes System von 12 Geraden in folgender Weise: 


ja bc 9% 9 9% 


(1.) ) 
93 93 I d, e fı» 
= % ’ . 6.5 4 >) . . . « - 6 “)y: 
und solcher Gruppen giebt es TEE 20, mithin im Ganzen 1+-15.:-.20 36 
Gruppen von solchen 12 Geraden, wie die anfänglichen ab... f. «a, bi... fı 


Dass es aber nicht mehr derartiger Gruppen geben kann, ist leicht erkennbar. 
Hieraus geht hervor, wie viel Hyperboloide H' es im Allgemeinen 
giebt, welche der Oberfläche F* in je 6 Geraden begegnen: denn nehmen 
wir bei einer beliebigen der erhaltenen 36 Gruppen aus der ersten Reihe drei 
(rerade heraus, so muss das durch dieselben gelegte Hyperboloid 4 die 
drei anderen Geraden der zweiten Reihe. welche nicht unter ihnen stehen. mil 
der Fläche F® gemein haben, und da sich 6 Elemente zu je dreien auf 
6.9.4 
5» 
H“’ geben, deren jedes der Fläche F" in 6 Geraden begegnet: diese Irelen 
aber doppelt auf. so dass es nur 360 wirklich von einander verschiedene 
Hyperboloide 4° giebt. Hiervon überzeugt man sich leicht aus der An- 
schauung der 3 Schemata (I.), (11.), (111). ohne nöthig zu haben. dieselben 
vollständig auszuführen, denn es lassen sich immer aus den ersten Reihen 
jener drei Schemata je drei das Hvperboloid 4° bestimmende Generatrices der- 


- 20 Arten combiniren lassen, so müsste es 20.36 = 720 Ilvperboloide 


selben Art. wie sie auch immer gewählt seien. entweder in demselben Schema 
noch einmal oder in einem der anderen Schemata wiederfinden. nämlich 
ab ce in(L) und (M. 
a ad gs in (M.) und (1.) 
A 3 a in (IE) und (II.) 
ab ge in (IU.) und (11.) 
955 95 9,5 im (IM) und (Il.). 
In eine dieser 5 Kategorien ist aber jedes Hyperboloid 4, wie die Genera- 


trices auch immer ausgewählt seien. welche es bestimmen, unterzubringen; es 
kommt daher jedes doppelt vor und die Anzahl der von einander wirklich 


verschiedenen beträgt 360. 
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S. Aus den beiden Gruppen (1.) und (II.) in n’.5. worin die 27 
(ieraden in 30 und 15 Ebenen vertheilt sind. geht hervor. dass jede dieser 
(reraden von 10 anderen getroffen wird, z. B. 

a von db, cı d, eı fı 91 91 Jia Yı5 I 
und 
2 von a ab b 94 95 I I I Is» 
aber von weiter keiner; diese 10 Schnittpunkte rühren von 5 Paaren Gerader 
her. deren jedes in einer Ebene enthalten ist und die als 5 Paare aufgefassten 
Schnittpunkte bilden ein Punktsystem (Involution) wie aus folgender Betrach- 
tung hervorgeht. 
Ein durch e f 9. gelegtes Hyperboloid H“ begegnet der Fläche F® in 
t, b, 9-,; ein Hyperboloid H°, gelegt durch die Geraden 
e f 9. begegnet der Fläche F“ in den Geraden 
d, €, 9: und ein Hyperboloid 4°, durch die Geraden 
e f 9. gelegt, begegnet der Fläche F'* in 
a, d, 95- 
Diese drei Hyperboloide haben vier Generatrices gemein e f a, 9, und 





schneiden die Fläche F’ ausserdem in den Linienpaaren 5, 91» €ı 913» dı Qu- 
welche selbst der Geraden a in drei Punktenpaaren begegnen. Ausserdem 








gehen durch die vier Greraden e f a, 9; zwei Ebenenpaare, nämlich einmal 





ea, und fg; und zweitens eg, und fa,, und das erste Ebenenpaar begegnet 
der Geraden «a in denjenigen beiden Punkten, in welchen sie von e, und g,; 
vetroffen wird. das andere Ebenenpaar aber in denjenigen beiden Punkten, in 
welchen sie von f, und g,; getroffen wird; betrachten wir die beiden Ebenen- 
paare als besondere Flächen zweiten Grades, so haben wir durch die vier 
(reraden e fa, 9% ( besonderer Fall einer Raumeurve vierten Grades) fünf 
Flächen zweiten Grades, welche bekanntlich einer Geraden (a) in fünf Punkten- 
paaren eines Punktsystems begegnen; folglich bilden die fünf Paar Schnitt- 
punkte, in welchen eine jede der 27 Geraden von fünf Paaren der übrigen, 
die immer paarweise in einer Ebene liegen, getroffen werden, ein Punktsystem. 
In ganz ähnlicher Weise, wie hier der Beweis für die Gerade a geführt ist. 
lässt er sich auch für eine der Geraden g,. führen, worauf einzugehen un- 
nöthig ist. Durch die vier Geraden e f a, 9;;, Welche ein schiefes Viereck 





bilden, gehen ausser den beiden Ebenenpaaren und den drei angeführten Hyper- 
boloiden 4° noch eine unendliche Zahl anderer Hyperboloide A”, die ein 


einfaches Flächenbüschel bilden. Jedes Hyperboloid dieses Büschels begegnet 
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der Geraden a in zwei Punkten p, r eines Punktsystems, welches schon 
durch die beiden Ebenenpaare fixirt wird: ein solches Hyperboloid 4° kann 
aber mit der Fläche F im Allgemeinen nur noch einen Kegelschnitt C' 

gemein haben, welcher daher durch die Punkte p, n hindurchgehen, folglich 
mit der Geraden a in derselben Ebene liegen muss. Die Ebenen aller Kesel- 
schnitte EC bilden also ein Ebenenbüschel B(a). Wir schliessen hieraus um- 
gekehrt: Alle Ebenen durch eine der 27 Geraden gelegt, schneiden die Fläche 
F“ längs Kegelschnitten C®, welche selbst wieder der ersten Geraden in 
Punktenpaaren eines Punktsystems begegnen. Insbesondere zerfällt der Kegel- 
schnitt ©, wie wir gesehen haben, fünfmal in Linienpaare, die 5 Punkten- 
paare jenes Punktisystems auf der Geraden fixiren. Das Ebenenbüschel Bla 
steht mit dem Flächenbüschel B(A”) in projectivischer Beziehung. denn es 
sehört sowohl zu jedem Hyperboloid A“ eine einzige und bestimmte Ebene 
des Ebenenbüschels als auch umgekehrt zu jeder Ebene des Ebenenbüschels 
ein einziges und bestimmtes Hyperboloid A’: letzteres folgt nämlich daraus. 
dass eine durch a gelegte Ebene der Fläche F® noch in einem bestimmten 
Kegelschnitte EC? begegnet,‘ welcher die Gerade «a selbst in einem bestimmten 
Punktenpaare p, ı des obigen Punktsystems trifft; durch dies Punktenpaar und 
die vier Geraden e f a, 9 ist aber nur ein einziges Hyperboloid A") möglich. 
welches eben das der Ebene entsprechende ist; da diese Beziehung eine beider- 
seitig eindeutige ist, so muss sie bekanntlich projectivisch sein. 

Hieraus geht ein besonderer Fall der von Steiner (a. a. O. Il) ange- 
gebenen Entstehungsart der Oberfläche dritter Ordnung hervor mittelst eines 
Ebenenbüschels und eines mit ihm projeetivischen Büschels von Flächen 
zweiter Ordnung, welche durch dieselbe Raumeurve AR“ hindurchgehen, indem 
nämlich an Stelle dieser Raumeurve AR die Seiten eines schiefen Vierecks 
treten und das Flächenbüschel aus sämmtlichen durch dasselbe gehenden 
Hyperboloiden besteht. Dieser Besonderheit wegen wird die Construction der 
Oberfläche dritter Ordnung von elementarer Einfachheit und lässt sich so 


aussprechen: Durch zwei einander nicht schneidende Gerade a b und zwei 
andere einander ebenfalls nicht schneidende Gerade « P, die aber jede der 
beiden ersten treffen, durch eine fünfte Gerade ce, welche keiner der vier be- 
gegnet, und drei beliebige Punkte im Raume ist eine Oberfläche dritter Ordnung 
vollständig bestimmt und kann folgendermaassen construirt werden: Man lege 
durch « b « 5 und je einen der drei gegebenen Punkte drei Hyperboloide 
und lasse sie den drei Ebenen, welche durch e und dieselben drei Punkte 
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sehen. projeetivisch entsprechen; durch diese drei entsprechenden Paare ist 
die projeelivische Beziehung des Ebenenbüschels und Hyperboloidenbüschels 
vollständige bestimmt; jede vierte durch ce gelegte Ebene wird das bestimmte 
ihr entsprechende Hyperboloid längs eines Kegelschniltes schneiden, dessen 
vesammter Ort die Oberfläche dritter Ordnung ist. Oder auch: Durch das 
Hyperboloidenbüschel (aba 7) ist auf der Geraden e ein bestimmtes Punkt- 
sysiem p. +1 vegeben; man lege durch e ein Ebenenbüschel. welches mit dem 
Punkisystem p, zı in projeetivische Beziehung gesetzt wird durch drei Paar als 
entsprechend festgesetzte Elemente; das durch ein Punktenpaar p, 7 gelegle 
Iivperboloid des Flächenbüschels (ab « 7) und die entsprechende Ebene des 
benenbüschels schneiden sich längs einem Kegelschnitte. dessen gesammter 
Ort die Oberfläche dritter Ordnung ist. 

Diese Construction kommt gleichzeitig mit der von F. August a. a. 0. 
voerebenen Definition der Oberfläche dritter Ordnung überein: denn jedes 
IHvperboloid unseres Flächenbüschels lässt sich als das Erzeugniss zweier pro- 
jeelivischen Ebenenbüschel auffassen. deren Axen a und 5b sind: einer be- 
stimmten durch e gehenden Ebene entsprechen also zwei bestimmte projeetivische 
Ebenenbüschel. deren Axen a und b sind (a.a. 0. $4) und bewegen wir die 
Ebene um die dritte Axe e herum. so lassen sich a b e als die Axen dreier 
soeenannter „doppelt-projeetivischer” Ebenenbüschel auffassen, wie sie August 
seiner Belrachtung zu Grunde gelegt hat. 

Die Oberfläche dritter Ordnung als Erzeugniss dreier collinearen Ebenen- 
bündel aufrefasst kann unmittelbar durch drei beliebige Punkte (als Mittelpunkte 
der drei Bündel) und vier beliebige Gerade im Raume, von denen sich nicht 
zwei begegnen und die auch nicht die vier @eneratrices derselben Art eines 
Hyperboloids sind, gelegt werden. weil die collineare Beziehung zweier Bündel 
durch vier Paar entsprechende Elemente bestimmt ist. Aus derselben Ent- 
stehungsart der Oberfläche dritter Ordnung geht auch ein von Salmon auf- 
gestellter Satz unmittelbar hervor (Nouvelles annales de mathematiques par 
M. M. @erono et Prouhet 11" serie, tome Il. pag. 24). der einem bekannten 
Satze der Ebene analog ist: 

Wenn die vier Flächen eines Tetraeders durch feste Punkte laufen 
und die drei Kanten einer Seitenfläche auf festen Ebenen sich bewegen, so 
beschreibt die dieser Seitenfläche gegenüberliegende Ecke des Tetraeders eine 
Oberfläche dritten Grades. 

Breslau. den 25°" März 1863. 











Ueber eine fundamentale Begründung der 
Invariantentheorie. 


(Von Herrn Aronhold.) 


Schon im Jahre 1851 hatte ich in einer der philosophischen Faeultät 
„u Königsberg überreichten Abhandlung die Prinzipien entwickelt. welche die 
Grundlage der hier vorliegenden Invariantentheorie bilden, zu einer Zeit. als 
die gegenwärlige Theorie und Terminologie noch gar nicht vorhanden war. 
Wiewohl nun seitdem auf diesem Gebiete umfangreiche und schätzbare Unter- 
suchungen veröffentlicht worden sind. auch viele Resultate. in deren Besitz 
ich mich bereits befand, so ist doch auf eine feste Begründung der Theorie im 
Allgemeinen bisher nicht Rücksicht genommen worden. Nur in speeiellen 
Fällen sind erschöpfende Darstellungen gegeben. während im Allgemeinen 
bei einer grossen Mannigfaltigkeit von Methoden zur Bildung von Invarianten 
und analogen algebraischen Grössen von einer Definition ausgegangen werden 
muss. welche die allgemeine Existenz derselben unbewiesen lässt. In den 
folgenden Entwickelungen gebe ich eine feste Begründung der Theorie. so 
wie die Vereinigung verschiedener scheinbar auseinander gehender Grundge- 
selze zu einem organischen Ganzen. Das Prinzip, welches ich hier benutze. 
muss nothwendig zu solchen Functionen führen. welche durch lineare Sub- 
stitulionen unverändert bleiben, und zum Beweise derjenigen Grundeigenschaft. 
welche gewöhnlich als Definition dient. Ich glaube aber hervorheben zu 
müssen, dass die Anwendung desselben Prinzipes ebenso gut diejenigen Func- 
tionen liefern muss, welche durch Substitutionen höherer Ordnung unveränder! 
bleiben, doch geht eine Anwendung desselben in dieser Weise über die hier 
oesteckten Grenzen. In Bezug auf die Terminologie habe ich die von dem 
Herrn Sylvester eingeführten Benennungen Invariante, Covariante und Dis- 
eriminante. welche im Laufe der Untersuchung erklärt werden, beibehalten. 
Es war mir jedoch nicht möglich, den in vorhandenen Arbeiten enthaltenen 
umfangreichen und sehr zerstreuten Stolf zu ordnen und mit der gegenwärligen 
Darstellung überall in Zusammenhang zu bringen, was bei einer vollständigen 
Bearbeitung der Invariantentheorie sehr wünschenswerth wäre. Indessen lege 
ich einigen Werth nur darauf, die Theorie im grossen Ganzen auf eine con- 
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sequente Weise entwickelt und auf einige wenige Grundprinzipien zurückge- 
führt zu haben, so dass der Leser, welcher die ausgezeichneten Untersuchungen 
anderer Autoren auf diesem Gebiete, wie der Herren Betti, Boole, Brioschi,. 
Cayley, Clebsch, Hermite, Hesse, Salmon, Sylvester, ete., oder meine eigenen 


Arbeiten in dieser Richtung benutzen will, sich ohne Weiteres zurecht finden wird. 


$. 1. 
Ueber ein allgemeines Transformationsproblem mit linearen Substitutionen. 

Eine bekannte, charakteristische Eigenschaft der homogenen Functionen 
„weiter Ordnung jeder Anzahl von Variabeln besteht darin. dass sie sich 
dureh lineare Substitutionen in specielle Formen transformiren lassen. über deren 
sämmtliche Coefficienten von vorne hinein verfügt worden ist. Diese Eigen- 
thümlichkeit findet, mit Ausnahme der binären Formen dritter Ordnung, für 
Funetionen höherer Ordnung nicht mehr Statt. Man überzeugt sich hiervon 
sehr leicht. wenn man die Anzahl der zur Ausführung der Transformation 
aufzustellenden Gleichungen mit der Anzahl der zu bestimmenden Substitutions- 
Coefficienten vergleicht. In der That, wenn p die Ordnung der homogenen 
Funetion,. » die Anzahl der Variabeln bezeichnet. so ist die Anzahl dieser 
Gleichungen. übereinstimmend mit der Anzahl der Coeffieienten: 


! i n(n-—1)...n-+-p—1) 
1.) RB. pP) —— u 5 \ A 
j Sn; | A p 





während die Anzahl der Substitutionscoefficienten »° beträgt. und es ist nur 
für n=2, p=3, (n,p)=n, sonst aber 

(n,p) >w, 
sobald p grösser als 2 ist. 

‘s geht hieraus hervor, dass die sogenannten canonischen Formen. 
sobald man den zweiten Grad überschritten hat. immer nur die Theorie einer 
speciellen Klasse von Functionen liefern können, und dass man, um zur Aus- 
führung aller verschiedenen Transformationen durch lineare Substitutionen zu 
selangen. zunächst die transformirte Form gar nicht specialisiren darf. 

In Rücksicht hierauf entsteht daher das folgende Problem: 


„Es seien 


j y f R rn < „ £ ‚P Y 

d° \ \ F(z,, Ira Bir I, — — (Agpy... Tı C2 I; ..o.0 
re > o ' „a «P 27 
F \Sı1» 2% ++. 5.) - = (,3y... si 32 3 


swei beliebige und beide ganz allgemeine homogene Functionen der p“" Ord- 
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und S, bis S,. man soll die 


n 


nung, respective von den n Variabeln x, bis x 
Bedingungen zwischen ihren Coefficienten a,,,., und a,;,.., finden, unter welchen 
beide Functionen durch lineare Substitutionen in einander transformirt werden 
können.“ 

Diese Bedingungen werde ich in der Folge die Transformationsre- 
Jationen nennen. 

jezeichnet man die Substitutionen durch 


Bi 5 (n) 
7 I, SsıTd%ı 5 I Sns 
/%) \ 
\w.) 
i , Na (2): In) - 
L, j Ln si T, a I, >n» 


so soll die einzige Beschränkung. welcher dieselben unterworfen werden. 
darin bestehen. dass sie von einander unabhäneie sind. d. h. dass ihre De- 
terminante 


‘ = (1) Q) (n) 
me ...d 


[2 


nieht verschwindet. Denkt man sich alsdann die Substitution (2.) in die erste 


dd \ 


der Funetionen (1".) eingesetzt. und nimmt an. dass dadurch 


> 
Fi u NW/ — q\ ul) Y 
[ f > . % . [er - 
(4.) F(z.. Ta .0.0. IL BR, >| =) =3 . 


n, EPY-. 


entsteht. so erhält man zur Ausführune der Transformation die Gleichungen 


Ba) #,=& 


eye aßy.. 9 
deren Anzahl durch (»,p) unter (1.) gegeben ist. 

Die Functionen F,,,.. sind in Bezug auf die Coeffieienten a,,,. von 
F linear und homogen. und betrachtet man dieselben in den Gleichungen (5. 
als Unbekannte. so lässt sich leicht zeiven. dass die Determinante dieser 
Gleichungen eine Potenz der Determinante der Substitutionscoeflieienten ist. 
Hieraus folgt. dass diese Determinante nicht verschwinden darf, wenn die 
Gleichungen (5.) von einander unabhängig d. h. wenn die Coeflieienten beider 
Functionen F und F’ ganz allgemein sein sollen. 

Man könnte nun zur Lösung des Problemes gelangen. wenn man aus 
den Gleichungen (5.) die Substitutionscoefficienten eliminirte. allein man über- 
zeugt sich leicht davon, dass diese Elimination zu verwickelt ist. um auf 
diesem Wege die Transformationsrelationen ableiten zu können. Ich werde 
daher die Gleichungen (5.) in der Folge nur als Beweismittel gebrauchen und 
nicht allein die Transformationsrelationen aus einer anderen Quelle ableiten. 


sondern auch andere Gleichungen zur Bestimmung der Substitutionscoefficienten 
36 * 
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aufstellen und zwar solche, welche die für die Ausführung der Transformation 
wichtige Form haben, dass sie sämmtlich die Coefficienten jeder Verticalreihe 


der Substitution separirt enthalten. 


$. 2. 
(srundeigenschaften der Transtormationsrelationen. 

Wenn man die Gleichungen $. 1 (5.) sämmtlich durch eine derselben 
dividirt. so erhält man ein System von (»,p)—1 Gleichungen. welche nur 
noch die (»°—1) Verhältnisse der unbekannten Substitutionscoefficienten ent- 
halten. Dieses folgt aus dem Umstand, dass die Functionen F,,,.. homogene 
Functionen der p"" Ordnung in Bezug auf erstere sind. Bezeichnet man daher 


durch z, 4, u, ... constante Indices, so vertreten bei der Elimination der 


Substitutionscoefficienten die (z, p)—1 Gleichungen: 


(1.\ Fapy.. _ _Bapy.. 
i Fzau... Oyiu... 
vollständig die Gleichungen $. 1 (5.). Die rechten Seiten der Gleichungen (1. 


enthalten aber nur die Verhältnisse der Grössen a,;,,. unter sich und die 
linken Seiten sind Functionen der Verhältnisse «a,;,,. unter sich, weil die 
Funetionen F,,,.. homogen in Bezug auf letztere sind. Erwägt man daher, dass 
jedes Eliminationsresultat aus algebraischen Gleichungen sich unter der Form 
R = 0 

darstellen lässt, wo A eine ganze Function der Constanten ist, so folgt. dass 
in dem vorliegenden Falle I eine ganze Function der Systeme Aapy.. UNd Gys,.. 
werden muss, welche in Bezug auf jedes System einzeln homogen ist. 

Man kann daher die sämmtlichen Transformationsrelationen in der Form: 

(2. R=POV+P,0+P&%+--—0 

darstellen. wo P, P,. P;:. ... Terme bedeuten. welche nur Functionen der 
Constanten a,s,., 0, Qi» Qr» ... Terme, welche nur Functionen der Con- 
stanten @,,,.. Sind. und in welchen sämmtliche P, P,. P:. ... homogen und 
von ein und derselben Ordnung in Bezug auf die Constanten G,;,.. und sämmt- 
liche 0, Qı. 02, ... homogen und von ein und derselben Ordnung in Bezug 
auf die Constanten a,;,... sind. 

Man denke sich nun die Gleichung (2.) nach einer der Functionen P 


aufgelöst, so dass aus (2.) z. B. 
3.) P=TIM 

















y 
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folgt, wo der Kürze halber 


II wi Amt P,Q, 
v 


vesetzt worden ist, dann bedeutet 77’ eine gebrochene rationale Function der 
Grössen @,;3,... deren Zähler und Nenner in Bezug auf letztere von gleicher 





Ordnung sind, oder kürzer ausgedrückt eine homogene rationale Function der 
0" Ordnung in Bezug auf diese Grössen, welche die Eigenschaft hat von den 
Substitutionscoefficienten unabhängig zu werden, sobald man für die Argumente 
Gupy... ihre Werthe in Functionen der Substitutionscvefficienten und der Grössen 
Ayy... substituirt, denn sie wird alsdann wegen (3.) identisch gleich P, welches 
nur noch die Grössen @,a,.. enthält. Offenbar lassen sich aus den Trans- 
formationsrelationen unendlich viele solcher von den Substitutionscoeffieienten 
unabhängigen Funetionen /T’ der a,,,.. ableiten, es wird aber die Anzahl der 
von einander unabhängigen eine beschränkte sein, da sich rückwärts aus jeder 
Funetion IT! ein Eliminationsresultat (2.) ableiten lässt. Um dieses einzusehen. 
bemerke man, dass /7’, als von den Substitulionscoeffieienten unabhängig. un- 
geändert bleiben muss, wenn man irgend eine specielle Substitution anwendet. 
deren Determinante nicht verschwindet. eine solche ist aber die evidente 


Substitution: 


s 


1)  " 
2% . . . IL, a Sn» 


Sr 


TI Be 3 " To —— 


in welcher alle Coefficienten in der Diagonale 1. die anderen O sind. Durch 
diese Substitution gehen aber alle F,;,.. $-1 (9.) in die Coefficienten «,,, 


von F über. DBezeichnet man daher durch II die Function, in welche IT 
durch Substitution der a,;,.. für die entsprechenden a,;,... übergeht, so folgt. 
dass der constante Werth P in (3.), welchen II’ annimmt, gleich II ist. 
oder dass 
(4) IT’-T=0 

die entsprechende Transformationsrelation ist. 

Es ist daher unser Problem auf das folgende zurückgeführt: 

Die sämmtlichen von Null verschiedenen Functionen der Constanten «a,;. 
zu finden, welche von den Substitutionscoefficienten unabhängig sind. 

Es ist selbstverständlich, dass auch die Functionen R (2.) selbst. welche 


die linken Seiten der Transformationsrelationen 

R=%60 
darstellen, von den Substitutionscoefficienten unabhängig sind, weil sie identisch 
gleich O werden, aber diese Functionen sind auszuschliessen. weil sie mit jedem 
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beliebigen Factor multiplieirt die angegebene Eigenschaft beibehalten, während 
andererseits aus (3.) und (A.) folgt. dass man sämmtliche Transformations- 
relationen vermittelst der oben definirten von Null verschiedenen Functionen 
/!' darstellen kann. 


$. 93. 
(srundgleichungen, welchen alle von den Substitutionscoefficienten unabhängigen 
Functionen genügen. 

Wenn eine Function verschiedener Grössen von mehreren derselben 
unabhängig wird. so besteht die nothwendige und hinreichende Bedingung. 
welche sie erfüllen muss, darin, dass ihre ersten partiellen Ableitungen nach 
den genannten Grössen verschwinden. Es folgt daher. dass die vorliegenden 
Funetionen //’ den folgenden »° Bedingungen 

(1.) dm _ 0 


dıc'“’ 
senügen müssen. wenn sie von den »° Substlitulionscoefficienten x ($.1 (2.)) 
unabhängig sein sollen. Nach Ausführung der in (1.) angezeigten Diffe- 
rentialionen treten die Substitutionscoefficienten sowohl explicite in den 
Gleichungen auf, als auch implicite, insofern die Grössen A,;,... Funetionen 
der .r|® sind. Ich werde nun zeigen. dass sich die Gleichungen (1.) in 


solehe verwandeln lassen. welche die Substitutionscoeffieienten nieht enthalten. 


Da 
' ’ 4 
a DE, 
ac, Ir?) u Ir‘? 
dr, apy:.- da, 


ist. so wäre hierzu erforderlich die Grössen (uB,.. in Functionen der Sub- 
stitutionscoeffieienten wirklich auszudrücken. Diese etwas beschwerliche Rech- 
nung lässt sich auf folgende elegante Weise vermeiden. 
Man bemerke. dass die Gleichung 

m) Fi) a Fir s) 
identisch stattfindet. sobald man links statt der Variabeln x, ihre Werthe aus 
den Substitutionsgleichungen in Functionen der $&,, und rechts statt der 
Aapy... ihre Werthe in Functionen der Substitutionscoeffieienten einsetzt. Diffe- 
rentiirt man daher die Gleichung (3.) unter dieser Vorausseizung nach irgend 
einem der Substitutionscoeffieienten x., so erhält man 


dF [3 m PR IR 
3 — za sinn: Se aßYı.. 


— 


@ .ß 2Y 
si ou 
2283... +.“ 





Sc 


v) 


d w. . 


« ÜDYır. 
da?’ i 
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aber es ist 
dF dF dx  dF da, ‚ dF da  dF 


« 1 
——— — nd 
—— “ 


dr, da)?’ dr, * 


Fanpar > 
dr, da?’ 


Ze 
da‘? dx, dx'*’ 


. (0) . i . ..e . 
weil x, nur in @, vorkommt, daher folgt, wenn man % allmälie die Werthe 


| bis » beilegt: 








&_ HU _ z_ Mopy.. ge ePer 
I u nn 5) 3 
de, dad 
l 
hl 
& dF . < da, PY-_ & gP & 
0 A -rE- . 
4.) de, ET 
._ dF — MAaBy... zu Bay 
Sy l Zu. u Dr 773 S| 733 ® 
AL dx, 
T 5 N r f& \ 
Nun ist wegen (3.) 
dF' dF de, , dF da, _ dF de, 
ee — — a 0 Kal orig — ar ... - — Eur" a 
d&, de, ds, dz, di dx, de, 
dF 090 , EF & dF (0 
= —Iıı + m ++, , 
dr, Ze 3 ae | de, " 


(0) 


. wi . x . y . . (0 . 
multiplieirt man daher die Gleichungen (4.) der Reihe nach mit x, bis 


und addirt sie, so erhält man 


(5 MO gf Mapy.. 0, day... (0) daaßy... (0) ea 
ı). De) T er — In Titan > Selen L, SETIEITERT 
\ ) 4 dE (v0) 1 (0) . (v0) . 1>22>3 

So Du da,‘ dx, J 


woraus man » Gleichungen ableitet, wenn man allmälig für o und o alle 


ganzen Zahlen von 1 bis » setzt. Die Gleichungen (5.) stellen aber identische 


Umformungen dar, d. h. man kann aus denselben ebenso viel Relationen ent- 


Ü DD 
u 
Sı5: 5. 


nehmen als sich von einander verschiedene Potenzen und Producte 
der p'" Ordnung auf beiden Seiten befinden, indem man die Coeffieienten 
gleicher Potenzen und Producte auf beiden Seiten der Gleichung einander 


Man kann daher auch statt dieser Potenzen und Producte auf 


gleich setzt. 
Es sollen 


beiden Seiten der Gleichungen ganz beliebige Grössen setzen. 


! 


DR . . . - . dl 
nun statt I&&... die Ableitungen von /7’ nämlich ——— nach den ent- 
Al.A:r 
upye.. 


sprechenden Coefficienten a,;,.. auf beiden Seiten substituirt werden, dann 


entsteht. wenn man das Resultat dieser Substitution auf der linken Seite vor- 


läufig durch 


6.) DIT) = Fur 
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bezeichnet: 
D,Am) - z) daapy.. „9, daasy.. (0) , .._, „Iapy... ' (0) dII' 
on\ ne da? I 1 ee ° dene „eo a ’ 
1 2 OL, e Aupy... 
oder wegen (2.): 
u. dIT’ ;) dIT' (« dII’ 0 
( % D,. (IT) ne ir £ N - er 2 ) FE EEE . er £ ) 
r da‘ de, da“ 
Man beachte hierbei, dass D,,(/T') nicht gleich D,,(IT) ist. 


Die Gleichung (7.) giebt eine vollständige Umformung der Gleichun- 
4 


ven (1.). denn setzt man einerseits -—= 0, so entstehen die Gleichungen 


dx'? 


ee) D.Uf)=®, 


tt, 


deren Anzahl ebenfalls gleich »° ist. und nimmt man an, dass die Gleichungen (8. ) 
erfüllt sind. so folgen aus (7.) die Gleichungen (1.) oder es müsste die De- 
terminante der Substitutionscoefficienten verschwinden. was gegen die Vor- 
ausselzung ist. 
Die Gleichungen (8.). welche jetzt zur Definition der Functionen /7 
gewonnen sind, werden demnach wegen (6.) auf folgende Weise erhalten: 
Man bilde die Differentialquotienten von F' nach den Variabeln 


dF' dF’ dF' 


de’ dE, dE, ’ 


multiplieire sie sämmtlich mit jeder der Variabeln S, einzeln, substiluire in die 
so entstehenden n’ homogenen Functionen der p'" Ordnung statt der Potenzen 
@ .p dl! 

1 


555... die entsprechenden partiellen Ableitungen er 
da, 


und Producte & 
AR, 
Pı “... 


und setze die Resultate gleich Null. 

Die Gleichungen (8.) sind daher lineare partielle Differentialgleichungen 
der ersten Ordnung und auch linear in ihren Coefficienten. indem jede der- 
selben von der Form 


! 
(9.) rn Oafıyı. u 0 
da.py... 
ist. wenn man die Indices ey... und @,/P,Yı... auf eine sofort aus der 


Definition hervorgehende und später noch näher anzugebende Weise passend 
wählt. Die Form (9.) der Gleichungen (1.) zeigt, dass sie. wie verlang! 


wurde. von den explieite stehenden Substitutionscoefficienten befreit sind. 
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Sg. 4. 
Ueber die Form der Transformationsrelationen. 
Es ist hervorzuheben, dass mit der Elimination der Substitutionscoel- 
ficienten aus den partiellen Differentialgleichungen auch die explieite stehenden 


Coefficienten «a der ursprünglichen homogenen Function F entfernt sind. 


apy.. 
indem in den Gleichungen $.3 (9.) nur die Coeflieienten «a,,,,, von F’ vor- 
kommen. Dieses führt zu einer merkwürdigen Form, welche die Transfor- 
mationsrelationen annehmen können. 


(Geht man nämlich von einer derselben $.2 (2.) 


E17 Ei Eg 
R .— PO 1: ie Pr 0, +P;, (0; ++ = 0 
aus und entwickelt, wie dort angegeben, aus derselben eine der Functionen: 
II = -(# LIE ıP Rz ++) 
1 0 ı 2 (' 1) b,) 


nachdem man jedoch in AR die Anzahl der Terme auf die geringstmögliche 
zurückgeführt hat, so dass zwischen den P, P,, P;. ... keine linearen Re- 
lationen mehr stattfinden. dann muss nicht allein 7/7’ den Gleichungen 





dII' 
E) rn. = 9 
daapy... 
Genüge leisten, sondern auch die Coefficienten von P,. P;..... in /7’, nämlich 
), 0, s; ] oA — . il di . G Sn P P . F ti 
0° 07: einzeln genommen, weil die Grössen P,. P;. ... nur Functio- 


nen der a,z,... sind, und letztere in den partiellen Differentialgleichungen nicht 


vorkommen, also als willkürliche Constanten ihrer Integrale zu betrachten sind. 
Bildet man daher die analogen Functionen 


Ö, Q, 


mn’ @ 
aus den Coeffieienten a,;,... von F und bezeichnet irgend eine derselben durch 
/I (was immer durch Fortlassung des Accentes angedeutet werden soll), so 
müssen dieselben nicht allein den Gleichungen 
,„ dl 
Mike 


—— Ag. R 
da.sy... @j ıYı 


(2.) 0 


genügen, sondern es müssen auch, nach dem der Gleichung $.2 (4.) zu Grunde 
liegenden Prinzip. 


Er Ei 





0" 0 0 gQ 


Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 3. 37T 








290  Aronhold, über eine fundamentale Begründung der Imvariantentheorie. 


nz 





Transformationsrelationen sein. Es folgt daher zunächst. wenn man eine voll- 
ständige specielle Transformation eine solche nennt, in welcher genau über so 
viele Coefficienten der transformirten Form auf eine erlaubte Weise verfügt 


ist. als die Anzahl der Substitutionseoeffieienten beträgt: 


Theorem I. 

Wenn man irgend eine vollständige specielle Transformation einer homo- 
genen Function beliebiger Ordnung vermittelst linearer Substitutionen ausführen 
kann, und man ordnet die Gleichungen, welche zur Bestimmung der zu er- 
mittelnden Coefficienten der transformirten Form dienen, nach den Potenzen 


und Producten dieser Coefficienten, so dass Gleichungen von der Form 


3) lan. HG... = 0 
entstehen, in welcher @G,, Gr. ... die zu ermittelnden Coefficienten der Irans- 
formirten Form, und Q,;... Functionen der Coefficienten der ursprünglichen 


Form bedeuten, so sind die sämmtlichen Transformationsrelationen für jede 


andere lineare Transformation derselben Function in den Gleichungen 


Pas... Dias... 


| ee = 6 
70 Pr Gin. 


enthalten, wofern man die Coefficienten Q,,,. und Q,,... ein und derselben 





Gleichung (3.) entnimmt und durch Accente die zu denselben analogen Functio- 
nen einer beliebigen transformirten Form bezeichnet. 

Nach der bisherigen Annahme war p die Ordnung der homogenen 
Function, » die Anzahl der Variabeln, also »’ die Anzahl der Substitutions- 
coefliecienten und (2,p) $.1 (1.) die Anzahl der Coefficienten von F. Setzt 
man daher die Anzahl der oben eingeführten @,. @,. ... = w, so ist 

5.) o= (np)—n, 
und die Anzahl der Gleichungen (3.) muss, soweit sie von einander unab- 
hängig sind, ebenso gross sein. Wenn man nun nach dem Theorem 1. die 
Transformationsrelationen (4.) ableitet. so kann die Gesammtzahl derselben 
zwar grösser werden, man sieht aber leicht, dass einerseits die Anzahl der 


0 
> 
von einander unabhängigen nicht grösser als » sein kann, und dass anderer- 


. . 4* . “ . “ . ),; 4 . . 
seils auch wirklich & von einander unabhängige Functionen Ö 2 existiren 
ad, ge 





müssen, welche aus den Coefficienten der Gleichungen (3.) gebildet sind. 
widrigenfalls die letzteren von einander abhängig wären, was gegen die Vor- 


aussetzung ist. Aus diesen Entwickelungen geht ferner hervor: 
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Theorem 11. 
a) Alle von einander unabhängigen Transformationsrelationen lassen 
sich in ihrer einfachsten Gestalt durch Gleichungen von der Form 
/I’—-I=V0 
darstellen, in welchen II’ eine Function der Constanten a,;,, der transformirten 
Form allein und II eine Function der Constanten a,;,.. der ursprünglichen 
Form allein ist, und beide auf analoge Weise aus ihren Argumenten zu- 
sammengeselzt sind. | 
b) Diese Gleichungen sind, obwohl sie die Coefficienten der ursprüng- 
lichen und transformirten Form separirt enthalten, dennoch rational und zwar 
ist jede der Functionen IT’ oder II eine homogene gebrochene Function ihrer Ar- 
gumente mit Zähler und Nenner con gleicher Ordnung in Bezug auf dieselben. 
c) Die Anzahl der von einander unabhängigen Transformationsrelatio- 
nen oder der von einander unabhängigen Functionen II oder IT ist gleich der 
Anzahl der Coefficienten der homogenen Function weniger der Anzahl der 
Substitutionscoefficienten. 
d) Die Functionen IT’ oder II sind vollständig definirt durch ein System 
von n simullanen partiellen Differentialgleichungen der ersten Ordnung und 


zwar für die Functionen II durch die Gleichungen: 


dF 
DD.) =, —- =d. 
s " dx, 
in welchen die Potenzen und Producte x“ x, x’... der p'” Ordnung symbolisch 
dlI ren ‚ 
durch die entsprechenden 70, ersetzt und statt o und o allmälig alle Zahlen 
apye.. 


von I bis n substitwir! werden müssen. 

Das Theorem I. wird im Allgemeinen zur Ermittelung der Funelionen 
II nicht verwendet werden. Wenn man aber auf eine aus dem Theorem Il. 
hervorgehende Weise zu irgend einem System von Funclionen 77 gelangt ist. 
und man bildet aus den entsprechenden Gleichungen /’—I/ = 0 die Relationen 
Theorem I. (3.): 

z0,..0,66,... = 0 

so haben die Coefficienten Q,;,.. in dieser Form offenbar die Eigenschaft. sich 


FIAT 


aus dem System der angegebenen // unter blosser Vermittelung von numeri- 
schen Coeificienten zusammenselzen zu lassen. Dieses hat eine andere sehr 
wichtige Verwendung der speciellen transformirten Formen zur Folge. Man 
kann nämlich in Folge dessen entscheiden, ob ein solches System von Functio- 


nen // von einander abhängige enthält oder nicht, und für den ersteren Fall 


37° 














292 Aronhold, über eine fundamentale Begründung der Invariantentheorie. 


die Zusammensetzung der abhängigen aus den unabhängigen kennen lernen. 
es eilt nämlich 
Theorem I. 

Wenn man ein System von Functionen II in Bezug auf ihre Abhängig- 
keit von einander untersuchen soll, so bilde man aus den entsprechenden Glei- 
chungen IT—- II =, für eine passend gewählte specielle transformirte Form, 
die Relationen: 

au. G,G; G,- ne: 0, 
deren Coefficienten Q,;,... reine Functionen der angegebenen I] sind, und unter- 
suche die Abhängigkeit dieser Gleichungen von einander in Bezug auf die 
Constanten @G,, G;, @,„,:... Findet eine solche nicht statt, so sind auch die 
Functionen II von einander unabhängig, sind hingegen die Gleichungen in Bezug 


auf die Constanten G,, G,, @ von einander abhängig, so findet man durch 


er 
Elimination derselben aus den vorstehenden Gleichungen das Abhängigkeitsgesetz 
der Functionen Q,,,.. und somit auch der Functionen II von einander. 

Mit Hülfe dieser Prineipien sind die in $.1 (5.) angegebenen Glei- 
chungen. welche zur Transformation gewöhnlich benutzt werden, überflüssig 
gemacht, und es ist die weitere Untersuchung von der Behandlung der partiellen 


Differentialgleichungen abhängig. 


$. 5. 


Eigenschaften der partiellen Differentialgleichungen. 
Um die entwickelten partiellen Differentialgleichungen 


dF 
D.A)=«, - 0 


aus ihrer symbolischen Form in die explicite zu übertragen, ist es zweck- 





mässig,. die Bezeichnung der gegebenen homogenen Function dahin abzu- 


oO 
ändern. dass man 
Fasten.) = Zu. ER. ., 
wo 2 eine einfache Summation über alle von einander verschiedenen Glieder 
anzeigt. auf folgende Weise: 
3.) Fast >>> 77 Pe: Pe 76 Je 

schreibt, wo Z> eine mehrfache Summation über alle möglichen Zahlenwerthe 
| bis » für #, A, u,... andeute. Wenn man beachtet, dass bei dieser Be- 
zeichnungsweise durch die Substitution a,a,a,,.. für a,,... die Gleichung (1.) in 


(2.) a, 2, +4,T; + . ++0,8,) == za, d) Ü a TD,I,T, a 
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übergeht, so folgt ohne Weiteres, dass nach der Ausführung der mehrfachen 
Summation die Coefficienten a,,,.. die entsprechenden Polynomialcoeflieienten 
als numerische Factoren enthalten. Man kann auch bei anderen Operationen 
die Gleichung (2.) als symbolische Form von (1.) benutzen und ersieht dann 
zunächst durch Differentiation derselben nach einer der Variabeln «,. dass 


dF 
f en m ww . > 
(3.) de, — P-=—Usu. lu» 
wird. wo die mehrfache Summation sieh nur über alle Werthe 1 bis » für 
4, «... erstreckt, während der Index 6 constant bleibt. Multiplieirt man 


alsdann die Gleichung (3.) mit x,, und betrachtet o ebenfalls als constanten 
Index, so wird 
dF | 
» PEN > de mp, mp 
2 Ga u P=-Aoru.. Kol lur* > 
eg 
und hierin ist für x,x;x,... der entsprechende Differentialquotient von // zu 
AII 
(oAu...)dasiu... 


(gowu...) den zugehörigen Polynomialcoeffieienten bezeichnet und beachtet. 





setzen, welcher gleich ist. wenn man der Kürze halber durch 





dass (oAu...)a,;... der vollständige Coeffieient von x,0;2,... in F ist. Es 
folgt daher 
1 ATI 
4. D.IM) = pZ22 — ds. 
( ) eo| ) } (oAu...) dagiu... oa 


Ich werde noch 


) EN Me, 


(oiu...) das... 


jr 





( 


schreiben, dann ist das System von partiellen Differentialgleichungen das 


folgende: 
ER Sy. yyrg 
=z21 u. Ara. De 0, ZZTII,,... Yu... " V, ah En ni IT u... Criu. 5 V. 
ER er Ba ee 
‚p => MN u... Aziu. =(0, =Z2 Au... Ariu.. =(0, ... 22 Ei. ‚Grin... 0. 
(6.) | 
Be je Se Eu we 
\ ZZ u... Ana. Be 0, in 7 TU Anaun =(0, ... 22 IT u... Grau. v. 


Das vorstehende System von simultanen partiellen Differentialgleichungen ist 


ein sehr merkwürdiges, auch wenn man es für sich allein betrachtet. Es 
ist bekannt, dass simultane partielle Differentialgleichungen neben einander 
nicht bestehen, wenn nicht gewisse Bedingungen erfüllt sind. Wenn man 
nämlich von einer der Gleichungen alle partieularen Integrale, deren Anzahl 
um 1 geringer ist als die Anzahl der Variabeln, ermittelt hat, so muss es 
möglich sein. diese Integrale als neue Variabeln in die übrigen Gleichungen 
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einzuführen und dadurch das System auf ein anderes zurückzuführen, welches 

eine Gleichung weniger und eine Variable weniger hat, und man muss diesen 

Process so lange fortsetzen können. bis man nur eine Gleichung mit einer 

Variabeln mehr übrig behält, als die Anzahl der Variabeln des Systemes 

weniger der Anzahl der Gleichungen beträgt. so dass dann im günstigsten 

Falle die Anzahl der gemeinschaftlichen partieularen Integrale gleich dieser 

Differenz wird. Bei einem beliebigen System simultaner partieller Differential- 

sleichungen wird die angegebene Reduction der Variabeln nicht zu erreichen 

sein. Für das vorstehende folgt aber aus seinem Zusammenhang mit dem 
aleebraischen Problem: 
I. Dass die bedingungen der Coexistenz wirklich erfüllt sind und dass also 
das angegebene Verfahren anwendbar ist. 
2. Dass die grösstmögliche Zahl von Lösungen in demselben erreicht ist. 
nämlich die Anzahl der Variabeln, weniger der Anzahl der Gleichungen. 
übereinstimmend mit der Anzahl w ($.4 (5.)) der Functionen, welche 
die Transformationsrelationen bilden. 

3. Dass sämmtliche particularen Integrale durch rationale Functionen ihrer 
Argumente dargestellt werden können, welche in Bezug auf die letzteren 
homogen und von der 0" Ordnung sind. 

Man kann den letzten Umstand an den Gleichungen selbst verifieiren. 

Bildet man nämlich die Summe derjenigen partiellen Differentialgleichungen. 

in welchen beide Indices einander gleich sind, so wird 


D.(/)+ D2(IT)+--+D,.(UI) nu 0. 
ls ergiebt sich aber in syvmbolischer Form: 
ar. N, 2 ar _ dF dF 
D,IT)+D.».(IT)+.-+D.(T) = & == tere 
de, dr, dx, 
was nach dem Satz über die homogenen Functionen in 
y ; ME & ‚P F < dm 
.Fiz,. 2...) =P.-20,4u. 0: 9 8... =D. 2a ua _ —— 
/ vn < ) pP 2. 2 } py-.. da4py... 
" h a ß_ y dII 
übergeht. wenn man noch 2, © 23... = —— setzt. 
| day... 
Nun sei // in Bezug auf die Grössen a,,,.. von der y"" Ordnung, so 
folgt nach demselben Satz über die homogenen Functionen: 
A > a al — vpII =D (/I) -D (/T\ WR (IT) 
»# P=4uBy.. dass... —=ypli=D, TUn|\24)7 r Dun )* 


(olglich ist entweder //=0. oder „=0. Da aber Null als Lösung nicht an- 
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gesehen werden kann, so bleibt nur „=0 übrig. d. h. die Funetionen 7 


sind von der 0" Ordnung. 

Wenn man die Gleichungen (6.) als gewöhnliche lineare Gleichungen 
behandelt, deren Unbekannte die Grössen /T,,,,. sind, so hat man ein System 
von # Gleichungen zwischen (2, p) Unbekannten, welche demnach »& = (».p)- 
Lösungen liefern. also ebenso viel als die Anzahl der Integrale beträgt. Bezeich- 
net man jene Lösungen durch Mi. N ;.... RUN: IM... und mit M,. M.. ... M, 
beliebige constante Multiplicatoren. so kann man als allgemeinste Lösung der 
linearen Gleichungen 


(8.) : AR 


(1) (2) (w) 
ug M, Es... rt M; IT au... ES M, II oin.. 


setzen. Es folgt daher: 
4. Die Auflösungen der linearen Gleichungen 
=21 ;...@ = 


in Bezug auf die Grössen II,;,. als Unbekannte, lassen sich in ihrer 


DAU ss. 


Ober. 


allgemeinsten Form durch die partiellen Ableitungen einer mit w will- 
kürlichen constanten Parametern behafteten Function der Grössen «a,;,. 
nach denselben darstellen, dividirt durch die entsprechenden Polynomial- 
coefficienten. 

Die Anwendung dieses Satzes auf die homogenen Functionen dritter 
Ordnung von drei Variabeln hat mich zu den Resultaten meiner Abhandlung 
in diesem Journal Bd. 39, pag. 155 geführt. 

Da jede der Functionen // die Form eines ächten Bruches hat. der durch 

P 


I=, 


w 


bezeichnet werden soll. so wird 


Fi . u. # 
ER... u Zn 5 > _ 





wo P,,;... und Q,;,... eine mit /7,;... (9.) analoge Bedeutung haben. Es sind 
aber die Gleichungen (6.) in Bezug auf die /7,,,.. homogen, daher kann man 
nur die Verhältnisse der letzteren ermitteln. und demnach mit Fortlassune des 


Nenners als Auflösung der Gleichungen 
ER 1.;.. us Wii. 0 er SFR 


4 
y 


schreiben. welche alsdann ganze Functionen sind. Betrachtet man die auf 
diese Weise delfinirten Grössen /T,,,.. als die Coeflieienten einer neuen homo- 
genen Function der p’“ Ordnung, so will ich eine solche die conjugirte Form 
zur ursprünglichen nennen. Es folgt aus dem Obigen, dass die Anzahl der 
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in Bezug auf die Coefficienten von einander unabhängigen conjugirten Formen 
«wo beträgt. Diese conjugirten Formen bilden eine specielle Classe der später 
zu entwickelnden zugehörigen Formen, und zeichnen sich vor den übrigen 
durch eine Eigenthümlichkeit aus, welche aus der Ansicht der Gleichungen (6.) 
sofort ersichtlich wird. Letztere bleiben nämlich unverändert, wenn man die 
Grössen /J,,.. mit den entsprechenden «,;,... vertauscht. Betrachtet man daher 
in denselben die Grössen a@,;,... als Unbekannte und stellt ihre Lösungen in 
Funetionen der 7],,,... dar, so sind dieselben genau dieselben Functionen der 
letzteren, welche früher die letzteren von den ersteren waren, daher folgt: 
5. Die conjugirten Formen haben die Eigenschaft, dass sich die ursprüng- 
liche Form als eine conjugirte zu jeder derselben darstellen lässt, wenn 
man letztere als eine ursprüngliche ansieht. 
Und 
6. Es giebt ein ganzes System von (w—1) in Bezug auf die Coefficienten 
unabhängigen Formen, welche, der ursprünglichen coordinirt und mit ihr 
in Bezug auf die Variabeln von derselben Ordnung, die Eigenschaft 
haben, dass sie neben der ursprünglichen zu jeder conjugirten Form der 
letzteren conjugirt sind, und welche man, wenn die unter (8.) angegebenen 
ursprünglich conjugirten bekannt sind, sofort dadurch bilden kann, dass 
man die letzteren aus den Coefficienten einer der conjugirten zusam- 
menselzt. 

Ich habe die Wichtigkeit der conjugirten Formen für die homogenen 
Functionen dritten Grades von drei Variabeln in meiner Abhandlung (dieses 
Journal Bd.55. pag.68) dargethan, anderweitig sind dieselben als selbstständige 
Formen noch gar nicht untersucht. noch viel weniger ist ihre Existenz im 
Alloemeinen. welche durch die vorstehenden Entwickelungen klar hervortritt. 
irgendwo erwiesen worden. 


$. 6. 
Ueber die Invarianten der homogenen Functionen. 
Die weitere Entwickelung der Theorie hängt davon ab, dass man die 
Zähler und Nenner der betrachteten Functionen /7 selbstständig definirt. Diese 
Zähler und Nenner sind. wie ich jetzt zeigen werde, diejenigen ganzen 


Funectionen der Coelfieienten einer homogenen Function, welche mit dem Namen 
Invarianten bezeichnet werden. Zuvor bemerke ich jedoch, dass diese Be- 
nennung eigentlich im wahren Sinne des Wortes den Functionen 7/7 selbst zu- 
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kommt. insofern als durch die vorstehende Theorie gezeigt worden ist. dass 
die Transformationsrelationen in den Formen 
T’-n 0 
dargestellt werden. was nichls Anderes aussaet. als dass die Functionen II die 
Eigenschaft haben, absolut unverändert zu bleiben, wenn man dieselben aus 
den Coefficienten irgend einer transformirten Form bildet: es dürfte daher die 
Benennung absolute Invarianten, welche ich in der oben eitirten Abhandlung 
über die eubischen Funetionen für dieselben vorgeschlagen habe. zweckmässig 
sein, um sie von den vorher definirten Invarianten zu unterscheiden. Die De- 
linition der letzteren als Zähler und Nenner der absoluten Invarianten ist aber 
viel naturgemässer als die übliche, weil mit derselben auch ihre Existenz dar- 
sethan ist. und es wird nach dem Gange der gegenwärtigen Entwickelungen 
die sonst übliche Definition, welche ihre Existenz nur empirisch voraussetzt. 
als eine ihrer Haupteigenschaften erwiesen werden. 
Es ist gezeigl worden, dass jede absolute Invariante // die Form 
Sal; P 
(1.) /I Ö 
hat. worin P und Q ganze homogene Functionen der Coefficienten (a, Von 
F sind. welche den partiellen Differentialgleichungen 
D.(IT 0. 


oder wenn man den Werth für // aus (1.) subsituirt. den folgenden: 

(2.) Q@D.(P)-PD,,(Q 0 
(renüge leisten. Sollen Zähler und Nenner von // bestimmt definirbare Funetionen 
sein. so muss man sie von jedem gemeinschaftlichen Factor befreit denken. denn 
mit einem Factor versehen können sie jeden beliebigen Werth annehmen. Be- 
achtet man nun. dass (2.) eine identische Gleichung ist. ferner dass FR 
und D,,(@) nach ihrer Definition zugleich mit P und Q ganze Functionen sind 
und zwar respeclive von derselben Ordnung wie P und O, so folet. wenn 
man zufolge (2.): 

3) Pe®) _Dut® _, 

9) P 0 ” 

setzt. dass nicht allein diese Quotienten ohne Rest aufgehen müssen. sondern 
auch dass ihr Werth 4, von den Argumenten @,;,.. der Functionen P und Q 
unabhängig ist. Die Beschränkung, dass P und Q keinen gemeinschaftlichen 


Factor haben, kann in Ansehung solcher Factoren. welche selbst Zähler oder 
Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 4. 38 
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Nenner der übrigen Functionen // sind. aufgehoben werden, denn wenn P, 
einen solchen bezeichnet, so folgt aus der Gleichung 
DesCPP,) _ Dos) , Dyn(P) 


PP ER p 1 P 9 


eu (P) Doo(P,) Dos (PP, ) 


dass mil e- und - "u zugleich pp von den Grössen «,,,,.. unab- 
1 1 





hängie wird. Im Uebrigen ist klar, dass, welche Werthe auch die Grössen 


— 
Ä\ 


/.,, sonst haben mögen, die zur Darstellung von // erforderlichen Functionen 
P und O0 immer aus den Gleichungen (3.) entnommen werden können. Aber 
die Gleichungen (3.) sind wiederum simultane partielle Differentialgleichungen. 
welche neben einander bestehen sollen. und es lässt sich nachweisen. dass 
die Dedingungen der Coexistenz nur für ganz bestimmte Werthe der Grössen 
h.,. erfüllt sind. Um diese Werthe auf dem einfachsten Wege zu erhalten. 
schlage ich folgendes Verfahren ein. In Folge der Constanz der Grössen 4,, 


müssen dieselben Werihe auch für die zu (3.) analogen Differentialgleichungen: 


gelten, welche aus den Coellicienten «a,,;,.. der transformirten Form gebildet 
sind. Diese Gleichungen kann man vermiltelst der identischen Gleichung 
$.3 (7.). welche auf die Function P’ angewandt die folgende ist: 

dP' «0 dP' co) | dP' 


> (0) 
ui (0) (0) 
dr, da, 


« n 





5.) D,(P' 


ia dd. 
umformen. Setzt man nämlich der Kürze halber 
u De u, 


so gehen wegen (D.) die Gleichungen (4.) über in 


Pr dL 0) , dL (6) ; dL (0) 
“ .) & (vo) un u ey Jo) de: ie L, g Na 
de‘ dx, dx, ö 


welche (Gleichungen nach einem bekannten Theorem der Determinantentheorie 
nebeneinander bestehen und sofort integrirt werden können, wenn man 
rn 
setzt, so oft o und 9 von einander verschieden sind, und ausserdem 
ey BeOET I 


Alsdann aber zeigen die Gleichungen, dass I, nur eine Function der Substi- 


tutionscoefficienten ist. 
In der That. wenn 
S. vr — ar 


19 


(1) Q) (n) 
ı is 
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die Determinante der Substitution bezeichnet. so gelten bekanntlich die Glei- 


chungen: 
dr (0) dr (0) dr 
9. a Fun + TEN r oder 0. 
de, dx, dr, 
je nachdem o und © gleich oder verschieden sind. und wenn man der 


Kürze halber 
10.) = 4logr 
schreibt. wo 4 einen beliebigen Zahlenfactor bedeutet. so eehen dieselben in 
di (0) di (0) di j ä 
er er ) oder O 
dx“ dx, da, 
über: es stimmt aber (11.) mit (7.) überein. nachdem man auch in (7 
hi; 


(12. 


oeseizt hat. und es ıst alsdann: 


L= 1-46. 
Man setze jetzt in die letzte Gleichung die Werthe für Z und / aus /6.) und 
I0.). so entsteht: 
| Pr 
wo € von den Substitulionscoefficienien unabhängig ist. Die Bestimmung 
von € erfolgt leicht vermittelst der schon in $. 2 angewandten evidenten 


Substitution: 


LK s» D,=sıe 0... I >n» 


[7 


für welche die Determinante gleich 1 ist. und welche daher die Gleichung 


P= 6 
liefert. also giebt die vorstehende Theorie schliesslich die Gleichung : 
PER 2 io (i (2) (")\? 
13. P=Pr=-PFili2t2 2 .... ). 


Es bleibt noch der Beweis zu führen. dass man auf keine andere Weise als 
durch die Gleichungen (12.) den Bedingungen der Coexistenz genügen kann. 
Zu diesem Ende entnehme man aus (7.) das System von » Gleichungen. 








In dL dl, dL . ‘ 
welches die Unbekannten —,. —z.''' —,„, enthält, und löse es nach 
dc, de dx) 

denselben auf. dann erhält man bekanntlich: 

dL 1 dr 1.4 dr Fr dr 

Mitezuzee ER ee [me a m A Te u = 

dz!*’ 1 | ' de, ' Ri da) 

k 

Ebenso aus dem System o: 

dL 1 MR AA 

en = | gr lat Zepter hm 
dr, ı da . dx, dr, \ 


35 * 
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. - . ern » . (0) . 
Die Bedingungen der Integrabilität erfordern. dass die erste nach x, die 
. (o) om .. . . ” . . . ni 
zweite nach x,  differentiirt identisch übereinstimmende Resultate liefern. Es 


muss daher 


dlogr dlo@r 
ke (0) Be 
| de, dr, 
na / + ... - ee . —— / „Ann 
l 1 q RT 
de)’ d.e‘’ 
14. 
n dlogr dlogr 
( 4 > 1 FE. AB 
d.r“ dx‘? 
I — = / - / 0 
| — N "Io "r ... g - u > age ‚0 + ... 
da‘? Se 


sein. und dieser Gleichung muss durch Werthe für %,, genügt werden. welche 
weeen ihrer Definition (9.) auch von den Substitutionscoeffieienten unabhängige 
sind. Man überzeuet sich nun leicht davon. dass mit Ausnahme der einander 
oleiehen Coeffieienten von Ro und 7,, die 2»—2 übrigen Coeffieienten der 


),, in (14.) gänzlich von einander unabhängige Grössen sind. denn die Coel- 


‚0 


w dl, dl ' ) & 

lieienten der 4,, in = und — —._. sind als erste Unterdeterminanten über- 
de, dr, 

haupt von einander unabhängig. durch die Differentliation derselben nach nur 


zwei Constanten x,‘ und .r, entsteht aber eine zu geringe Zahl von zweiten 
Unterdeterminanten. um zwischen denselben eine lineare Relation herbeizu- 
führen. Aus diesen Gründen kann die Gleichung (14.) nur erfüllt werden. 
wenn man 4, 4, und 4,=0 setzt. 

Mit Berücksichtigung dieser Werthe zerfallen die Differentialgleichun- 
sen (3.) in zwei Gruppen. je nachdem sie mit gleichen oder ungleichen 
Indiees »ebildet werden. d. h. es ist: 


Du(P)=Da(P)=--=D,.(P)=4.P, 
| D.,P)=0. 


0oO\ 
» 


15.) 


Die (irösse 4 bleibt in diesen Gleichungen völlig unbestimmt: in der That 
wird man. da die Anzahl der von einander unabhängigen Funclionen P um | 
orösser sein muss. als die Anzahl der Functionen //, auch nur noch »’—1 
Gleichungen zur Definition gebrauchen können, und daher in (15.) von dem 
vemeinschaftlichen Werthe 4P der Grössen D,,(P) absehen. Will man hin- 


‚even über die Ordnung der Function P verfügen und setzt dieselbe gleich 7. 


a 


so kann man hier ganz dieselbe Gleichung ableiten. welche in $.5 (7.) ge- 


veben ist, nämlich 


(16. D.(P)+D.»(P)+.-+D,.(P pyP. 
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Diese Gleichung geht wegen (15.) in 
u 
n,P = pyl 
über und giebt alsdann 
/ ’ ) 
17.) 4 BR; 


N 
Es entspricht also jeder Invariante bestimmten Grades ein dureh (17. be- 
stimmtes 4, aber sie werden sämmtlich den Gleichungen (15.) ohne das letzte 
Glied AP genügen. 

Die Gleichung (13.) in Verbindung mit (16.). ferner die Gleichungen (15. 
seben aber das folgende 

Theorem IV. 

a) Alle Invarianten haben die Eigenschaft, bis auf einen von den 
Substitutionscoefficienten abhängigen Factor, welcher eine Potenz der Deter- 
minanle der letzteren ist, unverändert zu bleiben, wenn man sie aus den (oef- 
ficienlen einer beliebigen transformirten Form bildet, und zwar ist 

Pr 
Fuer, 
wenn y die Ordnung der Invariante P, p die Ordnung der homogenen Function 
und n die Anzahl ihrer Variabeln bezeichnet. 

b) Dieselben Invarianten genügen dem System von partiellen simultanen 

Differentialgleichungen : 
Dı(P)=D„(P)=--=D,(P). 
D.(P) 0. 
deren Anzahl n —1 beträgt, und sind durch dasselbe bestimmt, so dass di 
Anzahl der von einander unabhängigen Lösungen desselben mit der Anzahl der von 
einander unabhängigen Invarianten übereinstimmt und gleich (n.p)—n--1 ist. 

Der Theil «) des Theorems ist die übliche Definition der Invarianten. 
dasselbe als Definition zu gebrauchen ist aber nicht statthaft. weil die Existenz 
der Invarianten in allen Fällen dabei stillschweigend vorausgesetzt wird. Auch 
kann man aus der Form der Gleichungen: 

P'=r.P 
nur beweisen, dass die Anzahl derselben nicht grösser sein kann als 


o+1 = (n,p)—n +1. 


indem man nach Aufstellung sämmtlicher Gleichungen dieser Art für irgend 
eine specielle aber vollständige Transformation wie in $.4 Theorem I.. die 
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Grössen P’ durch (n.p)—n von einander unabhängige Constanten @, aus- 
drücken und daher nach Elimination von r aus sämmtlichen Gleichungen auch 
die Grössen @, sämmtlich eliminiren könnte. wenn die Anzahl der Invarianten 
orösser als &-+1 wäre. 

Aus der vorstehenden Theorie folgt aber, dass die verlangte Anzahl 


von iInvarianten wirklich existirt, da man den & Funetionen /7 die Forn 
P P A 
973 
haben. und die Funclionen P, nebst Q alsdann den Bedingungen des Theorems IV 


seben kann. welche alle den gemeinschaftlichen Nenner 0 


oenügen. Ich halte es hiernach nicht für überflüssig. das Theorem noch in 
Iolgender Fassung auszusprechen. welche dem Standpunkt der vorliegenden 
Untersuehune mehr angemessen ist. 
Theorem X. 
Nenn man, um zwei beliebige allgemeine homogene Functionen der 


»" Ordnung 


—n 


Faso Fiir. 
dureh lineare Substitutionen in einander zu transformiren, die 'n,p) Gleichungen: 


Fr GB, 


vye" | Y 
hildet, welche nach Einsetzung der Substitution in F, durch Vergleichung mil 
den Coefficienten von F' entstehen, und zu denselben noch die Gleichung: 


” (23 4123 (n) 
u en .. 


n ä 

hinzufügt. in welcher r eine beliebig gegebene Constante bedeutet, so kann man 
ans sammtlichen (n.p)--1 Gleichungen durch Elimination der Substitutions- 
eoeffieienten (n, p)-+-1—n' Relationen zwischen den Grössen Aaßz..., Yupy.. und 
r ableiten. welche sämmtlich die Form 


P'-r'P = 0 


haben, wo P nur eine Function der Grössen a und P' die analoge Function 


ußy:. ; 


der Grossen a,:.,,, st. und beide ganze Functionen ihrer Argumente sind. 


$. 7. 
Ueber die Existenz einer Invariante der homogenen Functionen zweiter Ordnung 
und der binären Functionen dritter Ordnung. 
Es ist bereits im $. 1 entwickelt worden, dass die ursprünglichen Trans- 
Iormationsgleichungen 


\ 1. Feb... = Gußy... 
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von einander abhängig werden, wenn die Determinante der Substitulionscoel- 
ficienten verschwindel. Giebt man daher den Transformalionsproblemen die 
Fassung des Theoremes V., fügt also den Gleichungen (1.) noch die folgende: 


> \ > + „) (2) m) 


\w.) = TI, I ...%, ! 

als algebraische Gleichung hinzu, indem man r eine gegebene Conslanle be- 
deuten lässt, so kann der Fall eintreten. dass die Gleichungen (1.) und (2. 
zusammen belrachltet von einander abhängig werden, während das System (1. 
allein es nicht ist. 

Die Criterien einer solchen Abhängigkeit liefert aber das System par- 
tieller linearer Dilferentialgleichungen : 

3. D.(H)=0, BEN A, 

welches immer aus den Gleichungen (1.) und (2.) abgeleitet werden kann. 
wenn sie von einander abhängig sind, und es bleibt in jedem Falle zu unlter- 
suchen, ob diese Gleichungen eine Lösune /7 zulassen oder nicht. In dieser 
Lage befinden sich die drei Ausnahmefälle der allgemeinen Theorie. welche 
in $. 1 erwähnt sind, nämlich. wenn die gegebene homogene Funelion en!- 
weder eine lineare, oder eine quadratische für eine beliebige Anzahl von \er- 
änderlichen, oder endlich eine binäre der dritten Ordnung ist. 

Was nun zunächst den ersten Fall anbetriffi. so überzeugt man sieh 


leicht durch Aufstellung der Gleichung (3.), dass die alleinige Lösung // 0 


ist. dass also eine einzige lineare Function keine Invariante hat, ich gehe also 


voleich zum zweiten Falle über: 


(4.) Mesa.) = ZSeius,n; 


eine gegebene homogene Function der zweiten Ordnung. dann gehen die 
Gleichungen (3.) zufolge $.5 (4.) über in 
9.) 22T „a„=ıM, ZI „a. =. 
wo o und o immer constante und von einander verschiedene Indices sind. und 
wegen $.9 (9.) 
dl FE 


6. ) =— nn ] —z 
ste, aa da,, er re, 





. . x . u ) . Be R IN + | 
ist. Die Anzahl der Gleichungen (5.) ist » , die der Grössen //,, gleich —-, 


aber aus dem bekannten Salze, dass die Auflösungen eines Systems von linearen 
Gleichungen, welches in Bezug auf die Diagonale symmetrisch ist. wiederum 
ein in Bezug auf die Diagonale symmetrisches System bilden. geht hervor. 
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dass das folgende aus (5.) entnommene System von » Gleichungen: 


Br 
I1,, d,ı 7 Il; d,a + N + Bi An — 2 /I oder 0. 





in welchen z allmälig die Werthe 1 bis » annimmt, nach seiner Auflösung 
denselben Werth für /7,, giebt, den man durch Auflösung des analogen die 





Grössen //,,. Ta, - - - /7,. bestimmenden Systems für //,, finden würde: da- 
her redueiren sich die »° Gleichungen (5.) durch Auflösung nach den Grössen 
‚n(n-+1) Kr 
/T,, auf 5, —. und wenn man nach sehr bekannter Weise 
| 44 Zum + d,ı 29) ... An 5) 
‘. dd 1,44 
. da, Di da, 
n(n—+1) yı.: 
selzi. so werden diese - Gleichungen: 
, II 
(8.) Ns = — 4 
\ } 00 y. A 00 


Mit Berücksichtigung von (6.) und (7.) folgt hieraus 


, IH 
AI! = 2, 44, 


wenn d totale Differentiation nach den Grössen a,, andeutet. also durch In- 
teoration: 
» 
9) IT= 4°. 
Es existirt also eine Lösung der partiellen Differentialgleichungen (5.). und 
sie ist eine beliebige Potenz der Determinante 7, ausserdem ist erwiesen. dass 
es keine andere Lösung giebt. Soll /7/ rational sein, so muss für A eine gerade 
Zahl genommen werden, und überdies ist zufolge $.6 (17.) 
27 


u GE, 
n 





wenn y die Ordnung von // andeutet. Der einfachste Fall 4 = 2 giebt selbst- 
verständlich y= nr und /7= 4, daher folgt. dass 


I = star... U 


die einzige einfache Invariante der quadratischen Formen ist. und dass die 
Gleichung 


10) 2 =r.4 


das alleinige Eliminationsresultat der Substitutionscoefficienten aus den Glei- 


chungen 1.) und (2.) im gegenwärligen Falle ist. 
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Eine ähnliche Behandlung lassen die binären Formen dritter Ordnunso 
zu. für welehe man die Bezeichnune der Function dadureh erleichtern kann. dass 








man selzt: 


(11.) F(2,.2;,) a, + 3a, 2, 0% + 3a, 2,05 + a, 2. 


Die Anzahl der Gleichungen (1.) und (2.) redueirt sich auf fünf, die Anzahl 
der Substitutionseoeflieienten auf vier. daher weiss man zum Voraus. dass 
mindestens eine Lösune existiren muss. Die Differentialeleichuneen (3.) echen 


foleende über: 


arte = SH, 


«) 

12 Ä MI,a, 2/I, a; - II,a; V, 

| IT, a, + RT I,a, + TI,a; 0. 

3. 

'/I a -+2lN,a + T],a, 3 11. 
wenn man nach $.5 (5.) 

III 1 d 
are, ee ur ee 
da, ’ da, - og da 


selzt. Löst man zunächst die Gleichungen (12.) nach diesen Grössen auf. in- 
dem man zuerst aus der ersten und zweiten //,. aus der dritten und vierten 
/I, eliminirt und die alsdann sich ergebenden Werthe für /7, und 7Z, in die 


zweite und dritte substituirt. so erhält man. wenn der Kürze halber 


In 4 ad, di, d, 4 
A! hr B= I Ü 
ad, @;| I 4; a, 4; 
veselzi wird: 
7 ?a,C—a,B a,B— 2a, € A „ra, B— 2a, A 
I, 3 A 44C—B I: zn AC- 7 In= > HM 4AC— B’ 
/ 2a, A— a, B 
ade le 3 Zune 4AC- — B: 


Aber es ist a priori erwiesen, dass diese vier Grössen die partiellen Ablei- 
iungen einer Function sind. daher müssen die Zähler derselben, abgesehen 
von constanten Factoren. die Ableitungen des Nenners sein. und es folgt in 
der That. wenn man 


44C—B: 
setzt: 

| ) TI dd R 4 II dd 4 I dd ‚N dt! 
ei rn ET FT TR 
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wie man sich durch eine nachträgliche Rechnung überzeugen kann. Diese 
Gleichungen lassen sich in 


dlI = — dJ 


‚1 
6.J 


zusammenfassen und geben 


/ 


13.) I= 4° 


als einzige Lösung, welche demnach eine beliebige Potenz von J=4AC—B 

ist. Soll sie rational sein. so muss A durch 6 theilbar sein. Zufolge $. 6 (17. 
{9} 

si r OY . . . » y . » 

ist A =, wenn y die Ordnung von /J ist, und der einfachste Fall # = 6. 


u u 
i. eiebt 
A = 4AC-PR 
als einziee einfachste Invariante und 
I = rd 
als alleinives Eliminationsresultat der Substitutionscoeffieienten aus den Gleichun- 


ven (1.) und (2.) im vorliegenden Fall. 


$. 8. 
Verallgemeinerung der Theorie für die gleichzeitige Transformation eines Systeme: 
homogener Functionen. 

Die bisher entwickelte Theorie bildet nur den speciellsten Fall einer 
viel allgemeineren, an welche sich die Entwicklungen gleich hätten anknüpfen 
lassen. wenn nicht der einfacheren Darstellungsweise wegen der eingeschlagene 
Weg den Vorzug verdiente. Die Verallgemeinerung ist aber jetzt nothwendie. 
um selbst den speciellen Fall weiter durchzuführen. 

„Es seien gegeben die folgenden m homogenen Functionen von belie- 
bieen Ordnungen, aber alle von denselben » Variabeln: 


’ f » » » \ — 5’ w ‚P / 
F, (21, 225 ...2,) = 24,5, 0% 83..., 
(1) 
A 1 : ni dt „p ‚r 
Fr, (Bi Bus: 0) — = Asp... %ı 02% .... 
(3, \ (2) 
Y i wer ea 
ne) = Agpy..Eı 021300: 
(m) 


ich will dieses System kurz das Functionensystem F nennen, ferner m andere 


Funetionen der Variabeln 5, respective von denselben Ordnungen: 
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LER An - Pu \ <> PL I GE we 
N Dr hu . es w 
F, (>19 >29 .>n) — (up, s1>22>3 
| (1) 
Y / '- ” (£ Pr „ 
] + [| > no, - \ d 
2 F; \ je S0® Sn — d =; u ku 
() 
j 
Y #., - ı- =. ( „R .) 
a > \ % fand | / 
F', >19 S2» di ll, 7 Sı 253 . 


(m) 

welches System das Functionensystem F’ genannt werden soll. sämmtliche 
Funetionen in (1.) und (2.) seien ganz allgemein; man soll die Bedingungen 
zwischen ihren Coeffieienten finden, unter welchen sich beide Functionensysteme 
durch dieselben linearen Substitutionen in einander transformiren lassen. so 
dass jede #" Function des einen Systemes gleichzeitig in die ©" Function des 
anderen Systemes übergeht.“ 

Bezeichnel man respective durch 


Bi Ba 
die Ordnungen der einzelnen Funelionen und selzt, wie in $. 1. 
" | a(n-+1)...(n+p,—1 
(3. (n,p;) = N —, 
u 1.2.3...p, 


so ist die Anzahl der ursprünglichen Transformationsgleichungen : 


(4.) F, ’Er 2 Ad. I, 
B ö u A e 1 
(2) (z) 
oteich 
n. pı)- (#,Pp:) een np, ). 


und daher die Anzahl der fraglichen Bedingungen: 
5.) 2= (n,pı)+(n, p)+"-+(n,p.)—n. 

Diese Zahl ist im Allgemeinen positiv: wenn alle Funetionen linear sind und 
m -_n» angenommen wird, ist sie negativ: für m =» wird sie in diesem Falle 
oleich Null; ausserdem ist sie nur noch in einem ganz speeiellen Falle negativ. 
nämlich wenn das ganze Functionensystem aus nur zwei Functionen und zwar 
einer von der zweiten Ordnung und einer linearen besteht. und in diesem 
Falle für » = 3 wieder gleich Null. 

Zu den Bedingungen. welche das Problem verlangt. gehören schon 
die im Vorhergehenden definirten Transformationsrelationen. nämlich diejenigen. 
welche die Coeflieienten je eines Funetionenpaares beider Systeme allein ent- 
halten. ihre Anzahl beträgt für jede Function F;: 


0; = (n, pi) —w. 


39 * 
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Daher bleiben nur noch 

2, = 2-((n, pı)—n)— ((n, p})—n’)—---—((n, p„)— nr’) 
Bedingungen übrig, welche die Coeffieienten von zwei oder mehreren Func- 
lionen gemischt enthalten, und welche simultane Transformationsrelationen 
genannt werden sollen. Mit Berücksichtigung von (5.) geht daher die Anzahl 
der simultanen Relationen in 

6.) = (m—1)n’ 

über, doch ist diese Zahl nur die geringste, weil sich diese Relationen mit den 
einfachen immer wieder verbinden lassen, und dadurch wieder andere, wenn 
auch von einander abhängige, simultane Relationen geben. Ausserdem ist bei 
dieser Bestimmung vorausgeselzt,. dass jede Function des Systemes einfache 
TFransformationsrelalionen besitzt, also nach dem Früheren. dass keine der- 
selben linear oder von der zweiten Ordnung ist. Auf analoge Weise kann 
man auch die Anzahl derjenigen simultanen Relationen bestimmen. welche nur 
die Coelfieienten von zwei. drei oder mehreren der gegebenen Funclionen 
vemischt enthalten. 

Die Auflösung des vorliegenden Problemes erfolgt nun in ganz derselben 
Weise, wie die des einfachen und es bleiben alle in $.2 und $. 3 dargestellten 
Sälze genau in derselben Fassung gültig, so dass eine Wiederholung derselben 
überflüssig wäre. Demzufolge gelangt man zu dem in $.2 entwickelten ana- 
logen Probleme: 

„Diejenigen Functionen //’ der Coeffieienten des Funelionensystemes F’ zu 
ermitteln, welche von den Substitutionscoefficienten unabhängig sind.“ 


Hierzu ist wieder erforderlich, die folgenden »° Bedingungen 


zu erfüllen. welche jetzt auf Gleichungen von der Form: 





i R da, Ay ? da, ya da, _ 
T.) sy _ 0" „U Be" a ar 0 
EA a Er a ar ae rg 
/ da, ») eo dr day... dx, daa3y... de. 
(1) ’ (2) € (m) t 


führen, während nach $.3 (2.) nur einer dieser Summanden erforderlich war. 


Bezeichnet man demnach mit 


00 


(il) 
analoge Ausdrücke für sämmtliche Functionen des Systemes F', wie in $.3 (6. 


(8.) D (IT), D,,(IT'). u D (IT) 
(2) i 


(m) 
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D,,(IT') für eine derselben war, so erhält zufolee (7.) auch die umgelormt 
Gleichung $.3 (7.), statt eines der unter (S.) gegebenen Ausdrücke mit par- 
tiellen Dilferentialquotienten, die einfache Summe derselben, nämlich 
D.4T)+D.4dP)+-+D,.(UT) 
\o) (2) (m) 
9.) { ' ' ‚ 
. di (0) dl (0) dA 


£ Li; e I) 
de‘ ' d.ıx'*’ de“ 


“ 


Ln 
Aus der Gleichung (9.) folgt nun, dass zur Definition der Funetionen II die 
partiellen Differentialgleichungen 

10.) D.4IT7)+D,(IT)+--+D,(T) 0 


OO \ )Q 


(a) (2) (m) 

an Stelle der früher aus einem Summanden derselben bestehenden eintreten 

Die Gleichungen (10.),. welche weder die Substitutionseoeffieienten noch 
die Coeffieienten der ursprünglichen Formen enthalten. geben auch hier den 
Satz. dass sämmtliche Transformationsrelationen die Form 

I'- Io 

haben, wo IT! und II analoge aus den Üoefficienten beider Functionensysteme 
geformte Ausdrücke sind, von denen jeder nur die Coefficienten eines Systemes 
enthält und eine rationale gebrochene Function derselben ist. 
Es genügen demnach die Functionen /T den Differentialgleichungen 


(11) D„(M+D.UN)+--+D,(T) = 0. 


OL 


(1) (2) (m) ' 
welche aus den Coeflieienten des Funclionensvsiemes F eebildet sind 
Aus $.5 (4.) folgt, dass. in explieiter Form geschrieben. wenn man 


die Bezeichnung des $. 5 


N q » / PER ig u » » » 
F;(z, a 2.) = 2 20,1... %4 FREE 
@) 
einführt. 
(12.) D,.(A) — Pi 2 ER ia U au... 
j (2) (i) 
ıst. wo 
\ “ .) Me Pe  . % d ee 
ieh (#Au...) ( Ayauı.. 


(2) 


gesetzt ist. und (zAu...) den zu a,,,.. zugehörigen Polvnomialcoefficienten be- 
Os ” 
deutet. Man kann daher die Gleichungen (11.) explieite auf folgende Weise 


darstellen: 
(14.) pZZ Hd. Goiy.. +pRZZ u. lau. tt Ppmn ZZ au... toin... = V 
1) 


(1) 


0 
(?) (2) (m) (m) 
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$. 9. 
Ueber simultane Invarianten. 

Es sollen. wie in $. 6. diejenigen Functionen //, aus welchen sich die 
Yransformationsrelationen eines Funelionensystemes in der in $. 8 angegebenen 
Weise bilden lassen, absolute simultane Invarianten genannt werden. wenn sie aus 
den Coeflieienten von zwei oder mehreren Functionen des Systemes zusammen- 
veselzt sind. Die Anzahl sämmtlicher absoluten simultanen Invarianten des 
Funelionensvstemes,. welche von einander und von den absoluten einfachen 
Invarianten unabhängig sind, bestimmt sich nach $. S aus der Anzahl der ge- 
sammten Coeflieienten des Funetionensystemes. weniger der Anzahl der Sub- 
titutionseoellieienten, wenn man die Anzahl der einfachen absoluten Invarianten 
in Abzug gebracht hat. und diese Zahl redueirt sich noch weiter auf eine 
übrigens leicht in jedem Falle ersichtliche Weise. wenn sich lineare oder 
quadratische Funelionen im Systeme befinden. 


Um die Zähler und Nenner von 7// einzeln zu untersuchen. sei 


P 
1 0° 


wo P und Q@ ganze homogene Funclionen der Coeflicienten des Funetionen- 
syvstemes F bedeuten. dann ist zunächst klar. dass die Anzahl der von ein- 
ander unabhängeieen P und 0 zusammengenommen immer um eine Einheil 
orösser ist als die Anzahl der Funectionen //, da man alle Funclionen 7] 
nöthieenfalls auf gleiche Benennung bringen kann. und alsdann zu den Zählern 
der absoluten Invarianten nur noch der gemeinschaftliche Nenner hinzutritt. 
Es sollen nun diejenigen Zähler und Nenner P oder Q, welche aus den Coel- 
fieienten von mehr als einer der Funetionen des gegebenen Functionensystemes 
zusammengeselzt sind. simaltane Invarianten genannt werden. Die Anzahl der 
von einander und von den einfachen Invarianten unabhängigen simultanen In- 
varıanten ist aber immer gleich der Differenz der Gesammtzahl und der Anzahl 
der letzteren. und daher in jedem Falle leicht bestimmbar. 

(seht man auf die Entwicklungen des $. 6 zurück. so folgt hier genau 
auf dieselbe Weise wie dort angegeben ist. die Umwandlung der Gleichungen 
&. > (11.,. welche die absoluten Invarianten definiren, in solche. welchen alle 


oenügen. nämlich 


D,.(P)+D,(P)+-+D,(P) = AP, 
{ Ya“ 2) (my 
| D, o\ FP T D., (P) Ze D.(P) —_ A). 
“ er (m)‘ 
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wo o und o von einander verschiedene Indices sind. und 4 wieder ein 
econstante Zahl ist. Ich werde diese Gleichunsen in der Folse 


IND. Pr = ar, 


ı(\ 
In.) 0 
” 


schreiben, indem ich das Zeichen N als Summirungszeichen gebrauche. wenn 


ein und dieselben Operationen für alle m» Funetionen des Funelionensvstemes F 
ausgeführt und alsdann alle addirt werden sollen. 
Nach $. 6 (16.) ist 
Dı(P)+D.(P)+--+D.(P) = p-7-P. 
wenn 7 die Ordnung von P in Bezug auf die Grössen «,,,, ist: bezeichne! 
man daher durch respective 
Yı> 72» SE Ym 
die Ordnungen von P in Bezug auf die Grössen 


Gapyı.. afßy... 9 ur u Uupy.. . 
l) 2 
( (-) (m) 


so folgt 
\ 
NtDuP+D2P+ ++DuP} = (pYfıt Pr: +" +Pa/m)P 


Aber wegen (2.) ist dieselbe Summe gleich »4P, daher folgt 


/ 


1 Pm /m 


21 2. AUTRAT" 


nl 


was zur Vervollständigung des Systemes (2.) dient. 
Schliesslich ist aus $. 6 noch die Gültigkeit der Gleichung 
4) P=rP 
zu entnehmen. in welcher 4 aus (3.) folgt. und r wie immer die Substitutions- 
determinante bedeutet. 

Aus der vorstehenden Theorie folgt, dass die Determinanten linearer 
Gleichungen als die ersten speciellen Fälle simultaner Invarianten betrachtet 
werden können. 

In der That, wenn 


F= 4 +9. +- +a,z,, 
() () a) a) 


(9.) 


F= a, rbI2+'"+a,L, 
(n) (n) (n) (n) 
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ein gerebenes Functionensystem von » linearen Functionen ist. so gehen die 
parliellen Dilferentialgleichungen zur Definition der Invariante in folgende über: 





dp dp | dp 
\ \ D,.( Pi _ 4, u Ad, -+- ..— d, 2 fl P. 
6 a) (2) (n) 
4 (AP AP 
N D,.(P) = a,— +4, — + +4, -— =. 
(1) lo (2) da, (a) da, 
= (2) (n) 


welchen man. wie leicht ersichtlich. genügt durch 


wABE es 


J 


Wo 
I = EI. 
(1) Q) (n) 


die Determinante des Systemes (D.) ist. Die Grundeigenschaft dieser Invariante 
I r.4 

ist alsdann der bekannte Satz von der Multiplication der Determinanten. Dass 

für ein System (5.). in welchem die Anzahl der Variabeln der Anzahl der 

Funetionen gleich ist. eine und nur eine Invariante existirt: und dass bei 

einer geringeren Anzahl von linearen Funclionen die Gleichungen (6.) keine 

andere Lösung als P=0 liefern. folgt ohne Weiteres wie in $.7 aus der 


Betrachtung des entsprechenden Transformationsproblemes. 


$. 10. 
Ueber ein einfaches Bildungsgesetz simultaner Invarianten 
Ich werde in den nächsten Paragraphen die Kenntniss einfacher In- 
varianten vorausselzen und zunächst zeigen. wie verschiedene andere zur all- 
oemeinen Theorie erforderliche Formen aus denselben abeeleitet werden. und 
beeinne mit einem einfachen bekannten Geselz zur Bildung simultaner In- 
varıanten. 
Wenn das Functionensystem. dessen simultane Invarianten gesucht wer- 
den. aus Funetionen ein und derselben p“" Ordnung besteht. und wenn 
Bis a Ua 
numerische Facloren bedeuten. vermittelst welcher 
(1.) F= «FF +0 FR,+0F,-+:- 
zusammengeselzt ist, so wird jede aus den Coeflieienten von F gebildete ein- 
lache Invariante P nach den Potenzen und Producten der «, entwickelt werden 


können. so dass. wenn y die Ordnung von P bedeutet. 














“ ‘ 


Aronhold, uber eine fundamentale Begründung der Invariantentheorie. 313 


*) P 


’D E > 
aF {co F-+toF af te of 


oesetzt werden kann. Da nun 


> nd > 
/ f e.F F.- Frhr 


GE, Un 903 Ye LE ( 

ist. so müssen auch die Coeflieienten der Potenzen und Producte von e,. auf 
der rechien Seite von /2.). welche semischte Funelionen der Coeffieienten von 
F.. F,. ... sind. einzeln den Gleichungen 

P. ".r 


genügen. und daher simualtane Inrarianien sein. 

Sind die Funclionen F,. F,. F,. ... in Bezug auf die Variabeln von 
verschiedenen Ordnungen. so kann man dasselbe Prineip anwenden. nachdem 
man sie vorher durch Potenzirung oder Multiplication mit einander auf die 
kleinste gemeinschaftliche Ordnung gebracht hal. da mit F in F’ auch F’ in 
FF’ übergeht. Beachtet man noch, dass (2.) nach dem Teaylorschen Lehrsatz 
enlwickelt werden kann. so folgt hieraus 

Theorem WE. 

Wenn man eine einfache Invariante P, weiche aus den Coeffieienten 

dus, einer homogenen Funclion gebildet ist, nach denselben differentürt und 


statt der Ineremente die entsprechenden Coeffieienten dua,.. einer anderen homo- 
(!) 


genen Function derselbigen Ordnung substilwirt, so erhält man eine simultane 
Invariante dieser Funclionen und ebenso, wenn man diesen Differentiations- 
process öfter wiederhoft und jedesmal die Coefficienten ein und derselben oder 
anderer homogenen Functionen derselben Ordnung statt der Ineremente sub- 
stituirt. Endlich kann man auch dasselbe Verfahren auf Funetionen verschie- 
dener Ordnungen anwenden, nachdem man lelztere durch Potenzirung oder 
Multiplication mit einander auf gleiche Ordnung gebracht hat. 

Dieses Theorem. welches ich gleich bei der Entstehung der jetzigen 
Invariantentheorie gefunden und (dieses Jourmal Bd. 39. pe. 150 und ff.) 
benutzt habe. findet in dem folgenden $. insofern Anwendung. als im Funetio- 
nensvstem eine Funetion als linear vorausgesetzt wird; in diesem Falle kann 
man nämlich aus jeder einlachen oder simultanen Invariante. welche das 
System ohne diese lineare Function besitzt. ohne Weiteres eine andere ableiten. 
welche auch die Coeflieienten der linearen enthält. wern man erstere nach den 
Ooeffieienten irgend einer der gegebenen Functionen differentürt und statt der 
Ineremente die entsprechenden Potenzen und Producte der Coefficienten der 


linearen Function substitwirt. 


Journal für Mathematik Bd, LXI. Heft. 4. 40 
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$. 11. 
Zugehörige Formen. Bestimmung der Substitutionscoethicienten. 

Nach den bisherigen Entwickelungen wird man zur Bestimmung der 
Coeffieienten der translormirten Form bei der Ausführung irgend einer spe- 
eiellen Transformation die Gleichungen 

(1.) P' = r“.P 

anselzen. von Welchen die Anzahl der von einander unabhängigen verade 
so gross ist als die Anzahl der zu bestiimmenden Grössen einer vollständigen 
Transformation, wenn man zu den letzteren ausser den Coefheienten der irans- 
formirten Formen noch die Substitutionsdeterminante hinzurechnet. Die Gleichun- 
ven (1.) zeigen überdies sogleich, ob die allgemeinen Funetionen in vorgelegte 
specielle Formen transformirbar sind. d.h. ob die über einen Theil der 
Coeflieienten getroffene Verfügung erlaubt ist. Es ist nämlich sofort klar. 
dass jede Verfügung statthaft ist, durch welche keine Invariante verschwindet. 
denn geschähe das Letztere, so müsste. da P nicht verschwindet, wegen der 
Form der Gleichungen (1.). die Substitutionsdeterminante r verschwinden. 
also eine Abhängigkeit zwischen den neuen Variabeln eintreten. welche die 
Transformation illusorisch macht, während umgekehrt eine eintretende Ab- 
hängiekeit der Funetionen P’ von einander auf das Verschwinden einer 
zusammengesetzten Invariante hinauskommt. 

Hat man also aus den Gleichungen (1.) die Coeflicienten von der 
transformirten Form und die Substitutionsdeterminante bestimmt, so bleibt noch 
die Ermittelung der Substitutionscoeffieienten übrig. und ich werde jetzt zeigen. 
dass auch zu diesem Zwecke die Benutzung der ursprünglichen Transfor- 
malionsgleichungen ($. 1 (2.)) nicht erforderlich ist. 

\Wenn man nämlich zu der gegebenen Function oder zu dem gegebenen 
Funelionensvstem noch eine lineare Function 

2) U= un t+%n+--+u,r, 
hinzufügt und verlangt. dass dieselbe gleichzeitig mit den gegebenen 
Funetionen ın 

(3. U = väötu&+:.+v,S$, 
translormirt wird, so treten zu den ursprünglichen Transformationsgleichungen 


noch diejenigen » Gleichungen hinzu, welche durch Einsetzen der Substitution 


(4 » — u). DR En 
\ . LT; w %: sı 7% 


-— » 
Sn de = 
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in 2.) dureh Vergleichung mit (3.) entstehen, nämlich 


- (k) (k) (%) 
UI. U, LI, H IC5 Us} Ren LI, A 


Es folgt daher, dass die Anzahl der Gleichungen (1.) noch um z» Gleichungen 
vermehrt werden muss. welche aus den simultanen Invarianten des veoebenen 
Functionensystemes mit der linearen U entspringen. Obwohl man durch Ver- 
bindung dieser » Gleichungen mit einander und mit den Gleichungen (1.) die 
Anzahl derselben beliebig vervielfältigen kann, so ist doch klar. dass die An- 
zahl der von einander in Bezug auf die Coeflicienten von U unabhäneiven » 
beitragen muss. doch bleiben die oft erwähnten beiden Fälle auseeschlossen. 
wenn entweder eine homogene Funclion zweiter Ordnung allein zur Trans- 
formation vorgelegt wird. oder ein System linearer Funetionen. deren Anzahl 
die Anzahl der Variabeln nicht übersteiet. Man kann in der That in allen 
übrieen Fällen eine beliebige Anzahl dieser simultanen Invarianten vermiltelst 
des Theoremes VI. $. 10 ableiten und jedenfalls » von einander unabhängige. 
wenn man das Theorem auf » von einander unabhäneiee Invarianten P an- 
vewendet hat. 
Ich werde die auf diese Weise entstehenden simultanen Invarianten durch 
7 
bezeichnen. dann erhält man die Gleichungen 
6. p r®r. 


welche den Gleichungen (1.) hinzugefügt werden müssen. 

Ehe ich die Anwendung dieser Gleichungen zur Bestimmung der Sub- 
stitutionseoeflicienten zeige, habe ich zuvörderst zu bemerken, dass die Funetio- 
nen 7, als Functionen der Grössen «, betrachtet. solche homogene ganze 
Funetionen der letzteren sind. welche Gauss zuerst zugehörige Formen genannt 
hat. Betrachtet man nämlich die Gleichungen (5.) als ein lineares Substi- 
tulionssvstem. durch welches Functionen der «, in Funelionen der v, trans- 
l[ormirt werden, so steht dieses Substitutionssysiem zu dem ursprünglichen 
1.) in der Beziehung. welche Gauss eine transponirte Substitution nennt. 
Die Transposilion eines Substitutionssystemes besteht darin. dass die gleich- 
vielten Horizontal- und Verticalreihen mit einander und die Variabeln 
der ursprünglichen Formen mit denen der transformirten vertauscht werden. 
In der That sind «, die ursprünglichen, v, die neuen Variabeln der Funetio- 


nen 7, und sie stehen in (5.) in umgekehrter Ordnune als x, und Ss, in (4.). 
10 * 
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Wit Berücksiehlieung der Relation (6.). welche ausführlicher 

#., Wie u PP; Mi) 

lautet. folet nun, dass sämmtliche Funclionen Fa, ,®%,....a,) durch die trans- 

ponirte Substitution in ihre entsprechenden 7 (v,, va,... v,) übergehen, nach- 

dem sie mit einer Potenz der Substitutionsdeterminante multiplieirt worden 
sind. Dieses ist aber die Grundeigenschaft der zugehörigen Formen. 

Es folgt daher 

Theorem Vl 

Wenn eine homogene Function oder ein Functionensystem durch finear: 
Substitutionen transformirt wird, so giebt es immer ein System zugehöriger 
Formen, welche gleichzeitig aber durch die iransponirte Substitution in ihre 
entsprechenden aus den Coeffieienten der transformirten Functionen gebildeten 
Formen übergehen, nachdem sie vorher in eine Potenz der Substitutionsdeter- 
minante multiplieirt worden sind. Diese Formen bilden gleichzeitig die stmultanen 
Incarianten des Funelionensystemes mil einer linearen Function, deren Coef- 
ficienten ihre Variabeln sind, und werden in Folge dessen erhalten, wenn man 
die Invarianten des Systemes nach den Coeffictenten a,;,.,, einer der homogenen 
Funetionen, aus denen sie gebildet ist, differentirt und statt der Ineremente 
die entsprechenden Potenzen und Producte der Variabeln substitwirt. Üeber- 
dies ist die Anzahl der in Dezug anf die Variabeln von einander unab- 
hängigen zugehörigen Formen ebenso gross als die Anzahl der Variabeln, und 
redueirt sich nur in den beiden Fällen auf eine einzige, wenn sie entweder 
su einer einzelnen homogenen Function der zweiten Ordnung oder zu einem 
System ron (n—1) linearen Functionen gehört. 

Um zu zeigen, in welcher Weise die zugehörigen Formen zur Bestim- 
mung der Subslitulionscoeflieienten führen. denke man sich » Gleichungen von 
der Form (7.) aufgestellt, und dieselben nach den Grössen v, aufgelöst, so dass 

S,) U, Alt as...) 
entsteht. «dann müssen dureh Substitution der Werthe von v, aus (3. die 
Gleichungen (S.) identisch erfüllt sein, also die folgenden: 


(k) (%) (k) ns 
‘9, a ut 4 +z, u = Kl, %a,... % 


für jeden Werth der Variabeln x, gelten. Setzt man daher in (9.) allmälig 
eu Sek ,„,.; xeR 


ui . 5 ER 


Keira ya 
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so erhält man dadurch sofort die Werthe der Substitutionseoefflieienten: 

10.) =” = X,(1,0,...0), 5 = X,(0,1....0), ... &”=X,(0,0,...1 

also durch Auflösung eines Svstemes von nur » Gleichungen alle » Sub- 
stitutionseoeflieienten. was in allen bekannten ausseeführtlen Transformalionen 
so auseedrückt wird. dass man die Substitulionscoeffieienten einer Zeile vor 


denen der übrigen separirt hat. 

Es folot aber auch. weil die linke Seite von 9.) in Bezue auf di: 
Grössen a, rational und linear ist. das sehr merkwürdiee und insbesonder: 
für die Auflösung aleebraischer Gleichungen sehr wiehtioe 

Theorem VI. 


Wenn man von den n zugehörigen Formen. welche ein gegebenes 


Functionensystem mit einer linearen Function gemein hat, » von einandeı 


unabhängige auswählt und aus diesen die Gleichungen 


nm! ! ! , U 
et ! FE aaa 


1 9 ’® .... n 


bildet, so sind die Auflösungen derselben nach den Grössen v, in Bezug «an} 
die Grössen u, nicht allein rational sondern sogar linear, und die Irrationalitat 
der Auflösung haftet allein an den Coeffiecienten derselben. 

Zur Darstellune der rationalen Aullösungeen muss man sieh entwede: 


der durch (10.) ausgedrückten Methode bedienen, oder man muss die Coel- 


fieienten der transformirten Formen explieite in die Auflösung substilniren 


Diese wesentlichen Eisenthümlichkeiten der zu&eehörieen Formen. welel« 


ich nirgends bis jetzt publieirt gefunden habe, auf welehe sieh aber ver- 
schiedene elegante Rechnungsresultate von bekannten ausgeführten Trans- 
[ormationen zurückführen lassen, will ich an einem elementaren Beispii 


erläutern. Ich wähle hierzu ein bekanntes und möelichst einfaches. nämlieh 
die gleichzeitige Transformation zweier homogenen Functionen zweiler Ord- 
nune in andere. welche nur die Quadrate enthalten. und setze auch deı 
orösseren Kürze halber nur drei Variable voraus. Sind 

(11.) Fix... 2. 4) = 28,.12;2;; F.(z,, 2, 2;) = 2b,2,8; 


die beiden gegebenen Funclionen, so hat man im Ganzen 12-9-+1 4 In- 


varianten zu bilden, und zwar: 
(12.) P=Z+a,424;, V=Zrtbubab;;. 


als die einfachen jeder der beiden Funetionen. und nach 8.10 Theorem Vl.: 
dO 


(4 \ > _ A . 0 
13) A=3 4b, Q=Z-a, 


als simultane. 
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,) 


Ebenso sind drei zugehörige Formen nach demselben Theorem: 





dp a. . dP do, 
Fauna) = 2 -— u, Puma) = Z —u,u = I —au,u; 
’ da, ' Fi db,; 
It K 
6; dt) 
| P, (U) = EZ —u,u; 
b Bze db,;; 
\un seien 
F Ss» 2455) G,Sı + @: & r G;5;. 


lie transtformirten Formen. so folet. weil 4 =2 ist. 
r.P - G,(G,;. 
\r.P, _— (, (1; f (7, G,— (1; 4 


15. 
ır.d, (1, (+ 9, 
‚Bi, 
1 . . . « . 3 ‚2 ‚ 
ind hieraus 7° = 7, . sowie die eubische Gleichung I = G@’0— G O,-+-GP, 


zur Bestimmung der drei Coeflicienten @,. @,. @, der transformirten 
Zur Bestimmung der Substitutionscoefficienten hat man: 
r n pP -< (1 (7; U; (F, (7; v; u zu (7, (7, v3; . 
IH. er.” (&+G,)v + (G,+4G,)U+(@,+G,)v;. 

... vu +v;+tv;. 
nd die Auflösung dieser Gleichungen giebt: 

(, G; f (q, u - G, ) v: r’ u 7 (7, v 2 G; fe ‚ 
| | r (?-6 P +7). 
G,-G) &—-@)v = r( P-6P,+G; P,) 


Setzt man der Kürze halber 








(1, G,)(G G,) 
ENTE EI, 
er 
Du dd. ni £ 
wo ./,. beiläufie bemerkt. eleich 16 ist. so wird nach Theorem VII. : 
(ia 
. Ed U, , u.)— HP (u,u0,u) + WW, (u,u,,u 
17 v: =: U) Un EM, zer 3 RE U 
A; 


ne homogene 





P=0O 


Form. 


Function zweiter Ordnung der Variabeln u,, welche ein voll- 


standiges Quadrat ist, worauf bekanntlich auch die gewöhnliche Behandlungs- 


weise des Problemes führt. denn es ist 
Fu...) —-@ Pu. %.0)+ @; Pr (u. Ur, U;) 
ie zugehörige Form von F—G,F,. welche in zwei Factoren zerfällt. 
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Setzt man nun 


in (17.) hinein. so folgt nach (10.): 


9(A,0,0)— 6; 8, (1,0,0)+62 8, (1, 0,0 








(A) 
ur | % 5 ]; Pr 
(4) 00, 1,0)— 6, BP (0,1,0) 4-62, (0, 1,0 
m 1 i 
[IL 
ur B0,0,N— GP (0,0,N--628,(0,.04 
Pu 1 > , 4 


was mit den bekannten Resultaten der gewöhnlichen Behandlunesweise über- 


einstimmt. 
Ich will nur noch zeigen. wie man hieraus die Wurzeln der Gleichunsen 


Fr u, a ei F,=23b 2,2; =0 


” 
schliesslicher Endform angeben kann. Um eine symmetrische Auflösung 
r, die Wurzeln 


ın 
zu erhalien ist es in allen Fällen zweckmässig. wenn ı,. >. 
bedeuten. den Werth einer beliebigen linearen Funetion 

U 4,0 +22 -+ U, 2; 
derselben. oder vielmehr nur einer mit U proportionalen Grösse zu bestimmen. 
deren Coeffieienten x,. 2. .r, alsdann die Verhältnisse der Wurzeln sind 
Nun ist für eine beliebige lineare Function, wie leicht ersichtlich. allemal 


US; " 0.8, T V; 8, HT, TU Lo 1 H;.d3.: 


kann man daher die linke Seite dieser Gleiehune aus den transformirlen 
Formen bestimmen, so ist nur die Uebertragung in die ursprüngliche er- 


forderlieh. In ersterer Form ereiebt sich aber sogleich aus 


’ . e . 

F= G1Sı +m5-+ (35; —U, 
) ' "- N =) 

F, = + + 5=0 


5 = YR-%: 5-6: Ya. 


also ıst 
— vyn—(,+vy6G; (7, 1 vo y@, ( 


U,Sı T Vısı TV;S; = 


folelich sofort wesen (17.): 
y ((G, — 6, ) ( D- ü ( w r (F v 
\ U, IL rUsf5 +Uz;3T; _ | ua A ” 








IS.) nn 
EIFEL ER) . KEN F-E RER, 


+} — 





> 
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velehe Funetion. weil sie linear ist. die Werthe von x, :2% :, liefert. wenn 
man -respeelive unter den Wurzelzeichen allmälig «=1. m =-0. m, 0: 
0. u I. .=0;: u =Vd, ,=0, = 1 setzt. 

Dieses Prinzip gilt allgemein für die Aullösung aller Gleichungen. so- 
weil sie aleebraisch sind. 

Indem ich nun wieder zur alleemeinen Theorie zurückkehre. habe ich 
ur noch hervorzuheben. dass für die zugehörigen Formen, weil -sie simullane 
Invarianten sind. auch entsprechende Differentialgieichungen existiren, welche 
Phallen werden. wenn man den Gleichungen $. 9 (2.) die von den Coel- 
eienlen », herrührenden D,, hinzufügt, aber man sieht sofort. dass D,,(P) in 

i W 


du 


\ ID . 
' N D P)- HM ar 
\\ ." ’ du, 


| 1 
IND. P-+u 0 


] 


‘u 


ist. daher sind 


ezue auf U wenommen eleich %, 


i» Dilferentialeleichungen. denen alle zusehöriee Formen venüren müssen. 


nd es ist wegen 8. 9 3. 





20 RER „N fun. made. 


’“ 
lt 


wenn g die Ordnune der zueehörieen Form in BDezue auf ihre Variabeln » 


edeutet. Ist g=p. und überdies nur eine Function im Funetionensvstem 
verehen. sv‚ wird 
21 ; P\o 
. v n 9 


ind ist jene Form nach Theorem Vl. $. 10 durch erste Differentiirung einer 
inlachen Invariante entstanden. so muss „—+1 die Ordnung der letzteren sein. 
{iso folel. dass in diesem Falle die Werthe für A für Invariante und zuee- 
höriee Form übereinstimmen. 

Yan kann aus den Gleichungen (19.) sehr leicht beweisen. dass eine 
homogene Function zweiter Ordnung eine und nur eine zugehörige Form 
jesiizl. Wenn man nämlich. wie in $.7. (5.). (6. 

D.(P) = 23237 a, 


schreibt. wi 


dp dw 


> 
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ist. so eehen die Gleichunsen (19.) in 


a Cr m dw i 
22 Po ,+0, „Pr. 
3 S R - MN 
(22.) 4 
En | d’P 
12x Po Azut u, 0 
| du, 


über. und löst man dieselben ebenso wie in 8.7. /7.) auf. so foleı 


dp / 
ir (4, +%A, +. +uf, | A1.V 
n du, 2 
oder. wenn 
(22°.) Re Te 3 ZI uU; 
oeselzi wird. 
i dA dD } 
IV’ | 4 I | " 1 yp 
e. ? du, du, - Die 
aber auch 
dB dA f 
1YV . Bi 4 1 N AI p 
". 2 du, du, - Dei 


und da zur Coexistenz der Gleichungen (22.) erforderlich ist. dass beide 


Werthe übereinstimmen, so folet. dass für jeden Werth der o und o 


dB dWD AD dW 
du, du, du, du, 
sein muss. also zunächst 
‚ 
vi 
welches die bekannte zugehörige Form ist. Ausserdem ergiebt sich hieraus. 


dass 7 nur noch eine beliebige Potenz von %#, sein kann. 

Der zweite Fall. welcher eine Ausnahme von der alleemeinen Theorie 
macht. ist viel einfacher zu übersehen. Ich habe schon am Ende des $. 9 vezeigt. 
dass der einfachste Fall einer simultanen Invariante die gewöhnliche Determinante 


Nimmt man nun an, dass wie dort (»—1) lineare Funetionen gegeben sind: 


ist. 
F,OC=-a.+% m +: +ta,z,. 
\ (ı) a) a) 
Fe 
ne | 
\ TER Ad, T°ı7 dl) To Ad, IL, 
(n—1) (n—1) (n—1) 


und füet die lineare Function 
U = uw t%0. 4° + u, 
hinzu. so ist die Determinante 
(24.) I = ZI... 
) 


(2) (n—1) 
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eine lineare Function der Variabeln «,, welche schon wegen des Grundprineipes 
der Multiplieation der Determinante der Bedingung 
m - ei 
>) 


Genüge leistet. sie ist daher die zugehörige Form des Svstemes (23.) und sie 





ist die einzige. weil die entsprechenden partiellen Differentialgleichungen für 
lineare Funelionen nur eine einzige Lösung zulassen, wie schon früher er- 
örtert Ist. 

Wenn die Anzahl der linearen Funetionen geringer ist als »— 1. so 
hal das System keine Determinante in Verbindung mit U, und daher auch keine 
zuoehöriee Form, ausserdem ergeben sich leicht Modihicalionen. wenn eine 
Funetion zweiter oder höherer Ordnung zu dem linearen System hinzutritt. 
Es eilt aber in dieser Beziehung und zur Darstellung der ersten zugehörigen 
Formen überhaupt ein Theorem, welches in elwas anderer Form bekannt ist. 
und in derselben alle anfänglichen Invariantenbestimmungen geliefert hat. Wenn 


man nämlich beachtet. dass mil 


da,2, Tr tTAnEn aSsıt "+9,85, 
(k) (7) (}) (k) 
oleichzeitig 
WE + EA (aSıt'*+ta,S,)’ 
(") (%) (k) (*) 


wird. und auf beiden Seiten die letzte Gleichung entwickelt, so folgt. dass mit 


der symbolischen Gleichung, in welcher e+9-+y...=p ist. 
(26.) ih. Uapy.a: 
(k) (A) (A) (%) 


auch die folgende 


MM u... AB... 
(4) (9) 0) (2) 


stattfindet. Es wird daher jede in Bezug auf die Potenzen und Producte p" 
Ordnung der linken Seiten von (26.) und (27.) lineare Gleichung bestehen 
bleiben. wenn man für dieselben die rechten Seiten substituirt. Es hat aber 
it = (Fr. 
(1) (2) (n—1) 
die angegebene Eigenschaft. und zufolge (25.) wird 
(28.) Er zu er, 


Te ud 
‘ 


daher wird durch die symbolischen Substitutionen von (26.) und (2 
noch gültig bleiben, und /” symbolisch noch eine zugehörige 


die 


Gleichung (28. ) 
Form des Functionensystemes (23.) sein. wenn eine der linearen Functionen 


durch eine Function F, der p"" Ordnung ersetzt wird. 
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Man kann auf dieselbe Weise ausserdem noch jede andere lineare 
Function durch eine der p"”" Ordnung erselzen. und auf diese Weise fort- 
fahren. so dass zuletzt eine zugehörige Form eines Functionensystemes ent- 
steht. deren sämmtliche Funetionen von ein und derselben p"" Ordnung sind. 

Selzt man alsdann alle diese Functionen einander eleich. so entsteht 
eine zugehörige Form der einen homogenen Function der p"" Ordnung. oder 
/” wird identisch gleich Null. und zwar wird das Letztere jedesmal eintreten. 
wenn p ungerade ist. denn jede ungerade Potenz von der Determinante 7 ist 
eine alternirende Funelion und verschwindet daher. wenn zwei Systeme ein- 
ander gleich sind. Daher folet: 

Theorem IX. 
Man erhält für jedes Functionensystem von (n—1) Functionen derselben 


pP” Ordnung eine zugehörige Form, wenn man 


I? ta... ,0}° 
() Q) (n—1) 
. [64 fi ’ en . 
bildet, und statt der Potenzen und Producte a, aa; ... der p"“" Ordnung die 
(k) (A) (A) 


entsprechenden Coefficienten a,s,., substituirt, und es bleibt dieselbe eine zu- 
(*) 


gehörige Form auch für ein System einer geringeren Anzahl von Functionen. 


oder auch nur einer, wenn man ebenso viele Potenzen und Producte a, «a; a‘... 
(A) (A) (A) 


durch die Coeffieienten ein und derselben Function ersetzt, bis erstere sämmtlich 
beseitigt sind, wenn nicht durch diese Substitution identisch Null entsteht. 

Man kann dieses Theorem auch als einen speciellen Fall der von den 
Herren Sylvester und Cayley im grossarligen Massstabe aufgestellten symboli- 
schen Invariantenbestimmungen betrachten. und findet aus demselben in der 
That die einfachste bekannte Invariante einer homogenen Function geraden 
(Grades, wenn man nach dem im Theorem angegebenen Verfahren die zuge- 
hörige Form bildet und statt der Potenzen und Producte x, "u... der er 
Ordnung die entsprechenden Coeffieienten der homogenen Funetion substituirt. 
Ist die Function ungeraden Grades. so entsteht auch hier aus dem angesehenen 
Grunde identisch Null. 

$. 12. 
Von den ÜCovarianten. Bestimmung der inversen Substitution. 


Man kann zu jeder zugehörigen Form. dieselbe als ursprünglich be- 


trachtel. wieder die zugehörige bilden, dann erhält man ein System von 
41 * 
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Funelionen. welche in derselben Abhängigkeit zu einander stehen wie die 
zugehörigen Formen zu einander, und daher die Eigenschaft haben durch die 
transponirte Substitution der transponirten ebenso in ihre entsprechenden über- 
zugehen, wie jene. Durch Transposition des transponirten Substitutionssvstemes 
entsteht aber. wie aus der Definition desselben sofort hervorgeht, das ursprüng- 
liche. wenn man nur wieder die ursprünglichen Variabeln schreibt. daher ist 
durch die vorstehende Betrachtung die Existenz eines Funclionensvstemes dar- 
vethan. welches der ursprünglich gegebenen Funelion respective den Funclionen 
des ursprünglich gegebenen Funetionensystemes eoordinirt ist. und mil den- 
selben zueleieh und durch dieselbe Substitution in die analog eebildeten trans- 
(ormirten Formen übereeht. d. h. den Gleichuneen 
l. wii... r*.$(z,.%,...2,) 

(venüge leistet. wenn > eine solche Function andeutet. Wegen dieser Eigen- 
schaft werden die Funelionen $ Corarianten genannt. 

us der eben angegebenen Dildungsweise der Covarianten geht ohn: 
Weiteres hervor, dass im Allgemeinen immer n in Bezug auf die Variabeln von 
einander unabhängige existiren müssen, zu denen jedoch schon die gegebene 
Function F, respective das gegebene Functionensystem selbst gehört. Man kann 
sie aber auch selbstständig definiren. In der That denkt man sich zu den 


(sleichungen des Theoremes \. $.6 


Pi OR. 
2.) (k) (k) 
, (1) 0) (n) 
'N+ U RE r 
noch die Substitutionsgleichungen 
’ „( Ri. RT 2 (n} 
3 ) I; Be h S; m I; Ss tet I, S, 


hinzugefügt und verlangt, dass aus den Gleichungen (2.) und (3.) die sämmt- 
lichen Substitutionseoeffieienten eliminirt werden, so muss man die Gleichun- 
gen (!.) erhalten, und wegen des Hinzutretens von n Gleichungen (3.) auch in 
derselben Anzahl. 

Sowohl aus dieser Fassung. wie überhaupt leuchtet ein. dass man auch 
sammtliche Relationen dieses Eliminationsproblemes in Form von Covarianten 
darstellen kann. da man einerseits durch Verbindung von Covarianten mil 
Invarianten neue Covarianten erhält, andererseits ans der grossen Zahl zuge- 
höriger Formen auf dem angedeuteten Wege die Anzahl der Covarianten 


beliebig vervielfältigen kann. 
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Aus den Gleichungen (2.) und (3.) kann man sehr leicht den früheren 
analoge parlielle Differentialgleichungen aufstellen. welchen alle Covarianlen 
venügen. Es ist nämlich nach $. 3 (7.) für eine Funelion: 

AN dp (0) dp (0 do’ 0) 
D, «db Ti _ AB ur pe ä 
(v0) ‘ 
dir, 


(vo (0) 
de *’ da“ 
! 


und ebenso nach $.S (9.) für ein Funetionensystem: 


Y ’ dp (0) dd’ (0) dep ( 
4. D. (PN o Fı Sa We ie Tr 
N we da d.c®’ dr‘ 
. . . . . (o) og .. 
Es wird aber. wenn man die Gleichung (1.) nach x,‘ differentiirt: 
- dd  —d®D' d£, tn +V dr 
47, . _ an u > 
de‘®’ „ den da* dıe‘*’ r dr 


indem man berücksichtigen muss. dass jelzt wegen (3.) die Substilutionscoel- 
fiecienlen auch in den Grössen &, enthalten sind. 


Bildet man aus (D.) die rechte Seite von (4.). so folot hieraus 


N dD' ds, (0) ‚pP — dr 
» € y' | x . 2 2 = E T 
b. \ A| / 2: d:=, da’ r dr’ 
und die rechte Seite dieser Gleichung ist. wie bekannt oder wegen $.6 (9.) gleich 
‚D' u h 
0. wenn o und o verschieden sind. oder gleich .r = A,$', wenn sie eleich 
z 


sind: es bleibt also noch der zweite Summand der linken Seite zu bestimmen 
Zu diesem Ende bilde man durch Auflösune der Gleiehuneen (3.) die inverse 
Substitution und bezeichne dieselbe durch 


ar \ 
16,3 =, = Li is9 I» iR S 


alsdann kann man diese Gleichung entweder als identische weeen (3.) auf- 


» ” .m . D io) « ° 4 
fassen und erhält durch Differentiation nach x. in diesem Sinne: 


„(h) “(h) «/ 
dE, de, d=E, ih), 
( ) ( [2 ) Li | . y D) T ai | ( ’ ) s 
dr“ de“ da“ 


oder. wenn man sie einfach differentiirt: 


en & }ı) & h) Na / ) 
dEn 2 de, dE, dE, 

‚(v) 2. 5 (vo) T| j ur (2) LI) I N ff) D, 
de, die, da d.r‘‘ 


und daher durch Subtraclion der beiden letzten Gleichungen von einander: 


dS, “(h) x 


u 3 





0” 
S 


(eo) 
k 


dx 
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Es folgt daher, wenn man diese Differentialquolienten in (6.) substituirt: 





\ „dd m (0) } 
DDP): 5 a, = JP oder =. 


nn Ash 
und endlich, weil wegen (3.) und (7.) 
(Ah) (0) 
>: 0, =1 oder = 0 


ist. je nachdem A = 0 oder beide verschieden sind. 
Y a . do’ ie 
S.) D.(P)—-$,—— =ıI oder =. 
KL 00 \ ; . e 


Diese Dilferentialgleichungen enthalten explicite weder die Substitutionscoef- 
iicienlen noch die Coefficienten der ursprünglichen Formen. daher eilt auch 


das Svstem 


\ ö db } 
IN D,.(® . , m PD. 


—7 BEE 
° de, 


I\n, $b)—r En 0 
k s c 


tr da, 
zur Definition der Covarianten &. 
Die Gleichungen (9.) unterscheiden sich von den analogen Gleichungen 
s. 11 .19.). welche die zugehörigen Formen definiren. dadurch. dass hier die 
sıweiten Glieder der linken Seiten negative Vorzeichen haben. und dass o mit 
rertauscht ist. 
Die Bestimmune der Grösse A ändert sich auf analoge Weise. Bilde! 


man nämlich wie in $. 9 





N D, $b)+D.(P)+ ++ D,, » = (MfıtPpY2+"+Pa/n h 
und beachtet, dass, wenn <> von der g°" Ordnung in Bezug auf die Variabeln ist. 
dD db do . 
= + Zn ee f Jh 
dr, dx, dr, / 
wird. so folet 
PıYı TPıY2 7" TPa/m 4 ns 
oder 
\ ) / + . R BR hi Yın f 
0) 3 P ı TRY. tt Pm? / 
n 


Die wesentlichste Anwendung der Covarianten besteht darin. dass sie 


ebenso wie die zueehörieen Formen die Substitutionseoeffieienten bestimmen. 


aber mit dem Unterschiede. dass sie die i»nrerse Substitution eeben. Um die ( 
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Coeffieienten £ dieser Substitution nicht durch Auflösung der ursprünglichen 
zu finden. was sehr bedeutende überflüssige Factoren hineinziehen würde. 
könnte man die Gleichungen (7.) von $. 11 nach den ursprünglichen \ ariabeln 
u, aullösen, aber diese sind in ganz allgemeinen Formen enthalten und würden 
daher erfordern, dass man mit den ganz allgemeinen Formen bei der Aul- 
lösung operiren müsste, was, abgesehen von der practischen Unausführbarkeit. 
zu jeder anderen als der jedesmal vorliegenden speciellen Transformation ebenso 
sul passen würde, wodurch der Vortheil der Speeialisirung und ihr Charakteı 
eänzlich unberücksichtigt bliebe, während die Auflösung der Gleichungen $. 11 
(7.) nach den Grössen v, diesen doppelten Zweck erreichen lässt und daher 
die genuine ist. wenn es sich um die Bestimmung der Substitulionseoeffieienten 
Pa handelt. 

Das Umgekehrte hiervon leisten die Covarianten. Stelll man » von 
einander unabhängige Gleichungen von der Form: 


(11.) ZEN rb(z.%....X, 


2 
aus denselben her. und löst diese nach den Grössen &,. also wieder nach 


den Variabeln der transformirten Formen auf, so dass dadurch die Gleichungen 


(12.) Be Bas Br...) 


entstehen, dann folgt aus (7.) die identische Gleichung: 


49 \ “(h) ‚ (A) | (h) _ 
13.) ut mt +5, x, li 2... ,): 
und setzi man demnach. wie in $. 11. allmälie 
a, Sa ... Ss=R 
u Buero 
u sun ;.. zul 


14) &®=-5.(1,0,...0), &9=5,.0,1,...0), ... &"=5,(0,0,...1 


Coefficienten der inversen Substitution ebenfalls dureh 


Es werden also die 
Auflösung von nur » Gleichungen erhalten. 
Ueberhaupt giebt die Gleichung (13.) das ebenso wichtige, dem Theorem VI 
$. 11 entsprechende 
Theorem \X. 


Wenn man von den Üovarianten einer einzelnen homogenen Function 


oder eines Functionensystemes n von einander unabhängige auswählt und die 
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als 


"Pa, 8, 


328 
ans denselben gebildeten n Gleichungen von der Form: 
nicht allein 


ch' (9 E ... & 
nach den Grössen S, auflöst, so kann man die Werthe der Z, 
rationale sondern sogar als lineare Functionen der Grössen x, darstellen und 
s haftet die Irrationalität der Auflösung allein an den Coefficienten der 
} artabeln. 
Um die gegenwärtige Substilutionsbestimmung ebenfalls durch das ele- 
menlare Beispiel $. 11 zu erläutern. seien wieder 
7 » > » > 5 ” > » . 5% mp 
/ Lie Toe I; — (,;T7,T;. F, Li. Jo. I; Sb,,%,%; 
zwei homogene Functlionen der zweiten Ordnung. welche in folgende: 
1». / Sı» 524 S;3 G, + G,&5- G3 855. F, (Sıs 65: S; +5 S; 
werden sollen. Eninimmt man aus $.11 (14.) die drei zuee- 
7.) 


ransformir! 
höriveen Formen: 
!(U.%.%). 
| und 


/ 
die simultane ist. 
F, selbst als Covarianten. 


ie mittlere zu denselben nochmals 
die zugehörigen Formen, so reprodueirt man. wie bekannt. durch die erste 


N 
bildet 


von denen d 
und dritte die ursprünglichen Funelionen F und 
hineeeen etebt die mittlere die noch fehlende dritte Covariante. welche durch 
In der transformirten Form ist die zu- 
(1, )v; die 


Dr,..70,..7,) bezeichnet werden soll. 
eehöriee Funelion zu P,(v,.U,,v;, G,+G;,)v + (G;4G,)v; - 
Yolveende: 
b Sı« Ss, S 1, (7, G- (1, Sı 1, -G (14 (1; S; T (+ ki (7; T (7, 5. 
also erhält man. da 
=r® F=F, F=HR 
+4, )55 


ist. die folgenden drei Gleichnngen: 
er «ıb Ll LI; Ir. ? 7; (G+G;)Si (7, (7,) (7, (1; S) 
Ib.) Fiz42r2 G, &+ (1, 5 + 5 
| ö r .. 
Fı (2,08; Sı4 $, 5; 
und als Auflösung derselben nach S/. S}. £/: 
| rn GG), —@;)S, ".$P— (+G;) F-G, (@%-+G;,)F.. 
17. ı > (1; i (7, m r”. ch _ G; ”- (,, F . (1; G; + (r,) F, . 
(ı | (7; (1, & r.$b— \ (7, ze: G,)F- G,(G, + G,)F,. 
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Aus den Formeln $. 11 (15.) folgt 


dA 
0 n (7, G,; af V, er (1: A, dG, 


x (@, —7, ) (1, (1. ) (0° 
u.s. w.: daher ist 


I;. 5 D 7 (@, 0 . 0,) \ F-— (1, F, m 


also 





18) 5 PO OFT RR 2 
Ah N 
worin für k allmälig I, 2, 3 zu setzen ist. 
Die Grösse unter dem Wurzelzeichen in (18.) muss nun nach dem 
entwickelten Prineip in Bezug auf die Variabeln .r,. ,. x, ein vollständiges 
Quadrat. d. h. Z eine lineare Function derselben sein. und daher nach (14. 


die folgenden in»versen Substitutionscoeffieienten liefern: 








| /®(,0,0)-+- (09 -—- O,)IFA, 0, 0) — G4F, (1,0, 0)\ 
1 / e’ . 
.9  4/20,1,0)4+ (0 — Q,)IF(0, 1,0) —G,F,(0, 1,0)! 
BP. 7 Ak 
.(k) /20,0, +0 — Q,)!F(0,0, 1) — GLF (0,0, 1)) 


3 Ar 
Die weitere Anwendung dieser Transformation giebt auch die Auflösung der 
(rleichungen 
\ | 9.) F(z,. To “ T;) - Ü. F, \ Tıe Ts. I) () 
in einer anderen Form als in $. 11 (18.). nämlich die Reduction derselben 
auf lineare Gleichungen. Löst man nämlich die Gleichungen (19.) in den 


transformirten Formen (15.) auf, so erhält man 


3 R € 5 a | (1. — (7, - v@G; : (7, : ] (7, . (1, 


und durch Substitution dieser Werlthe in (18.): 


Y@- G;: YG,— G, :y@, -, = 5 (is Ba Er) A u 0) a, 2, © 
welche Gleichungen nach dem Obigen in Bezug auf die Unbekannten x,. .r,. x; 
linear sind. 

Das höchst einfache Prineip,. welches in den Gleichungen (14.) und im 
Theorem X. enthalten ist, umfasst beinahe alle Probleme der rationalen Algebra. 
und man kann die grosse Reihe eleganter Darstellungen. welche an ver- 
schiedenen Orten für Probleme, welche dem behandelten Beispiel analog sind. 
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segeben worden sind, und welche jedesmal durch geeignete Formenbildungen 
bewiesen werden, auf obige Quelle zurückführen. Ich habe schon im $. 11 
bemerkt. dass ich diese Vorstellungsweise von dem Charakter sowohl der 
zugehörigen Formen als der Covarianten bis jetzt nirgends vorgefunden habe. 
während ich denselben gleich von vorne hinein schon in meiner in der Ein- 
leitung eitirten Abhandlung vom Jahre 1851 so aufgefasst habe. Ich glaube 
daher. dass es nicht überflüssig ist. als Resultat der in $. 11 und in diesem $ 





veoebenen Darstellungen hervorzuheben, dass jedesmal, wenn man die ge- 
schene homogene Function oder das gegebene Functionensystem einer be- 
liebiven linearen Transformalion unterworfen hal, 

1) die rechten Seiten der transponirten Substitution selbst: 


(%) ()) (*) 
U, - Li um "4 Hl» ET I A 


ein vollständiges System von n von einander unabhängigen zugehörigen Formen 
der ersten Ordnung in Bezug auf die Variabeln u,. 

2) die rechten Seiten der inversen Substitution selbst 

| Sı at Schw x, 
ein vollständiges System von n von einander unabhängigen Corarianten der 
ersten Ordnung in Bezug auf die Variabeln x, bilden, 

3) dass diese Systeme im Allgemeinen irrationale Coefficienten haben. 
und dass alle übrigen rationalen zugehörigen Formen und Covarianten als 
symmetrische Functionen der respective unter I) und 2) angegebenen aufzu- 
fassen sind. 

Hierdurch tritt deutlich hervor. dass es von grosser Wichtigkeit ist. 
wenn man für eine gegebene Function oder für ein gegebenes Functionen- 
system rationale zugehörige Formen und Covarianten der ersten Ordnung 
{inden kann: es hat in der That zuerst Herr Hermite in seiner schönen Ab- 
handlung über die binären Formen der fünften Ordnung (Cambridge and Dublin 
\lathematical Journal Vol. IX) gezeigt, dass für diese binären Formen der- 
oleichen exisliren. und durch dieselben eine merkwürdige Transformation be- 
oründet. In einer späteren Abhandlung (dieses Journal Bd. 57, pag. 375) hal 
derselbe auch die linearen rationalen Covarianten für ein System von drei 
homogenen Functionen zweiter Ordnung von drei Variabeln aufgestellt. und 
endlich hat Herr Salmon in den Philosophical Transactions 1860 pag. 236 auch 
ihre Existenz für die eubischen Formen von vier Variabeln nachgewiesen. Sie 


linden sich überdies noch in vielen anderen Fällen. jedoch. wie man leich! 


aus der Gleichung 
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py—I 


n 


/. 
welche den Exponenten der Substitutionsdeterminante nach (10.) in diesem 
Falle bestimmt. schliessen kann, in denjenigen Fällen sicher nicht. in welchen 
p d. h. die Ordnune der Function durch » theilbar ist. weil 4 für rationale 


Covarianten offenbar eine posilive ganze Zahl sein muss. 


$. 13. 
Von den Functionalinvarianten. 

Ich habe nicht die Absicht bei den eeeenwärtieen alleemeinen Ent- 
wickelungen die eigentliche Formenbildung mit zu berücksichtigen. welche man 
auf eine sehr ausführliche Weise in den bekannten Abhandlungen und Werken 
über diesen Gegenstand vorlindet. Indessen dürfte es doch zweckmässige sein 
mindestens ein Prineip hier genauer zu verfolgen. welches eine direete Dar- 
stellung der Covarianlen gewährt. und in seinen weiteren Consequenzen die 
vanze vorliegende Theorie umfasst. Dasselbe beruht auf einer weiteren Ver- 
alleemeinerung des Begriffes der Jacobischen Functionaldeterminante. und datir! 
von der Determinante des Herrn Hesse her, dessen Untersuchungen überhaup! 
die ersten Prineipien der Invariantentheorie hervorgerufen haben. Es mach! 
gleichzeitig eine Reihe von Operationen und Benennungen. welche man in 
englischen Werken findet, wie Evectant. Emanant. Cogredient überflüssige. indem 


es diese scheinbar verschiedenarligen Processe auf eine einzige Quelle zurück- 


führt und überdies umfassender ist. Dasselbe findet sieh bereits in meiner 


Abhandlung über die cubischen Formen (dieses Journal Bd. 55. pag. 56). 
soweit es dort erforderlich war. und ich elaube. dass die Benennune der 
Formen. welche das Prineip liefert. wie ich sie in der Ueberschrift angegeben 
habe. sich durch die Analogie mit den entsprechenden Jacobischen empfiehlt. 
und dadureh leicht verständlich wird. 

Wenn man nach dem Satze von den homogenen Funclionen eine 


ten 


homogene Function der p"" Ordnung allmälig in den folgenden Formen schreibt: 


“ Iı\ r dF _ I dF dF | 
Gall ai ass Kia 2. ii He m u, N 
| 1 (EFF d’F ‚d’F\ 
EN a Ei 
PR p(p—1) er d.c‘ Fa dede, En da? ) 
l I Er d’F 
| d +kaı 72 a Id, ’ 9 dar 


a RE 5 
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so stellt sieh bei der Transformation dieser Functionen durch lineare Sub- 
stiiutionen heraus. dass es gleichgültig ist, ob man die Function F in einer 
dieser Formen. z. B. 

! d’F u 

ge 83... 


POP—D...(p— kN) de“ dx” dx! ... 





+ 


-k ist, als homogene Function in Bezug auf die explicite 
transformirt und nachher die Substitution in den Coef- 


As 


wo @a-+-+y1 

stehenden Variabeln 
. - ausführt, oder ob man F gleich vollständig trans- 

dx, dx), dx}... 

Denn die Coefficienten einer transformirten Form der p"" Ordnung 


licienten 
formirt. 
werden nach dem Taylorschen Satze dadurch gebildet. dass man die Function 
p mal hintereinander differentiirt und statt der Ineremente jedesmal gleiche 
oder verschiedene Systeme der Substitutionscoeffieienten setzt, welche je einer 
Die oben angedeutete unterbrochene 


Verticalzeile der Substitution angehören. 
in diesem Sinne erst die 


Transformation würde aber erfordern. dass man 
1" Differentiale bildet und dann von denselben die (p- 
wieder die p"" giebt und daher zu demselben Resultate führt. 

Hieraus geht hervor, dass jede einfache oder simultane Invariante des 


k)“” nimmt, was aber 


Functionensystemes (1.), welche aus den einstweilen als constant betrachteten 
Coefficienten der explicite stehenden Variabeln gebildet ist, eine Covariante 


der Funetion F werden muss, denn bezeichnet & eine solche Invariante. so 


oenügt sie der Gleichung 

bb — r'&. 
und diese Gleichung bleibt aus dem oben angegebenen Grunde noch bestehen. 
wenn jetzt 2’ und $ als veränderlich gedacht werden und man auf &’ die 
ursprüngliche Substitution anwendet. 

Man überzeugt sich leicht davon, dass auf diese Weise unter der 
vielfältigen Anzahl der Covarianten sicher auch die normalmässige Anzahl 
der von einander unabhängigen gefunden wird, denn die Anzahl der von 
einander unabhängigen Invarianten des Systems (1.) ist mindestens grösser 
als die Anzahl der Variabeln. indem beispielsweise schon die einfachen In- 
varianten nur einer der Functionen des Systemes (1.) von einer gewissen 
Ordnung an diese Zahl überschreiten. und es sind auch die entsprechenden 
Covarianten. wenn man sie sowohl in Bezug auf die Coefficienten als in 


Bezug auf die Variabeln betrachtet. von einander unabhängig, nur kann man 
durch Elimination der » Variabeln aus je »-+1 derselben das jedesmalige 
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System auf ein anderes redueiren,. welches nur » mit Variabeln versehene 
Covarianten behält, während die übrigen, weil sie von den Variabeln befreii 
sind. Invarianten werden. 

Wenn statt einer einzelnen Funelion ein ganzes Functionensvsiem ur- 
sprünglich gegeben ist, so gilt das vorstehende Geselz offenbar in derselben 
Weise, d.h. man kann ebenso viele Systeme (1.) bilden als Functionen im 
Systeme gegeben sind und alle zu einem System verschmelzen. aus welchem 
alsdann gemeinschaftlich einfache und simultane Invarianten in der bezeichneten 
Der speciellste Fall hiervon tritt ein. wenn die 
der Anzahl der Variabeln gleich ist. und 
d.h. als lineare 


Weise entnommen werden. 
Anzahl der eerebenen Functionen 
jede Function nur in der Form der ersten Gleichung (1. 
Funetion der explieite stehenden Variabeln geschrieben wird. Ein solches 
System hat nur eine Invariante. nämlich die Determinante. welche Jacobi die 
Da hiernach eine Veralloemeinerung dieser 


Functionaldeterminante genannt hal. 
noch in anderer Beziehune mit 


En 


Funclionselasse gewonnen ist. welche auch 


derselben analog ist. so will ich alle in derselben enthaltenen Covarianlen 


Functionalinvarianten nennen, und sogleich bemerken. dass. wenn auch nicht 


alle Covarianlen von selbst Funetionalinvarianten sind. dennoch. nach dem 


Vorhergehenden, sich jede aus Functionalinvarianten und constanten Invarianten 
Es soll übrigens jener Beisatz auch jedesmal dem 


zusammenselzen lässt. 
Namen einer besonderen Invarianle. wenn 
werden, sobald sie aus den Coeffieienten eines oder mehrerer der Systeme (1. 
Wenn man also. nach der treffend gewählten Bezeichnunss- 


sie einen solehen hat. beieefüe! 


gebildet wird. 
weise des Herrn Sylvester, Diseriminante diejenige Invariante nennt. welche 
durch ihr Verschwinden das Endresultat der Eliminalion der Variabeln aus den 


Gleichungen 
dF dF dF 
nm 0. wi TR == 0. . . . 0 
dr, ' da, dr, 

ausdrückt. so nenne ich z. B. jede aus den »"" Differentialquotienten der Funelion 


gebildete Diseriminanle eine Functionaldiseriminante. Die Functionaldiserimi- 


nanten besonders zeichnen sich durch Eigenschaften aus. welche sie mit den 


Functionaldeterminanten gemein haben. ich kann indessen hier nicht darauf 


eingehen. 
Aber das angegebene Gesetz hat noch eine weitere Ausdehnung: es 


gehört nämlich schon jede einzelne homogene Function zu einem Functionen- 


system, dessen Funclionen gleichzeitig mit der gegebenen transformirt werden. 
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nämlich zu dem System ihrer Covarianten, mithin kann man das angegebene 

(reselz auch auf jede Covariante anwenden. indem man selbige allmälig nach (1. 

als homogene Function der ersten. zweiten u. s. w. 4" Ordnung schreibt und 

zu dem vorhandenen System hinzufügt. Es gilt also alles zusammengefasst: 
Theorem \l. 

Wenn man nach dem Satze von den homogenen Functionen jede Function 
eines gegebenen Functionensystemes allmdlig als homogene Function der ersten, 
zweiten u. s. w. k" Ordnung in Bezug auf die explicite stehenden Variabeln 
betrachtet und aus den Coeffieienten derselben einfache und simultane Invarianten 
hildet. so sind letztere eine bestimmte Classe von Covarianten — Funectional- 
inearianten „ aus welchen sich alle übrigen zusammensetzen lassen. Wenn 
man ferner jede ermittelte Covariante, nach demselben Satz, in den Formen 
der ersten, zweiten u. s. w. k" Ordnung in Bezug auf die erplieite stehenden 
\ariabeln schreibt und dem angegebenen System beifügt, so sind die einfachen 
nd simultanen Invarianten des vereinigten Systemes ebenfalls Covarianten der- 
selben Art. 

Ferner als Zusatz: 

Wenn man aus den Coefficienten des durch Theorem Al. entstandenen 
Systemes in derselben Weise Covarianten bildet, so erhält man nene Covarianten. 

Diese letzteren würden alsdann Functionaleovarianten genanni werden 
müssen. 

Da endlich die letzten Ableitungen der gegebenen Functionen und der 
Covarianten constant sind. so erhält man auf dieselbe Weise auch Invarianten. 
so dass das Theorem in vielen Fällen hinreicht. um ein vollständiges System 
von einander unabhängiger Invarianten und Covarianten zu bilden, wenn man 
eine einzige Invariante kennt. 

Die vorstehenden Sätze finden auch unmittelbar auf die zugehörigen 
Formen Anwendung. Da nämlich alle zugehörigen Formen eines Systemes 
ebenfalls durch ein und dieselbe Substitution. welche aber die transponirte ist. 
sleichzeitig in ihre entsprechenden transformirt werden. so folgt. dass sie in 
der Beziehung von Covarianten zu einander stehen. also gilt 

Theorem Al. 

Wenn eine einzige zugehörige Form bekannt ist, und man lässt dieselbe 

die Stelle der ursprünglich gegebenen Function im Theorem XI. vertreten, so 


kann man auf dieselbe Weise Systeme von neuen zugehörigen Formen ableiten. 


wie aus Theorem Xl. Corarianten hervorgehen. 
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Die folgenden speciellen Sätze. welche hinlänglich bekannt sind. er- 
geben sich ohne Weiteres aus der vorstehenden Theorie. wenn man beachtet. 
dass die letzten Ableitungen einer homogenen Function ihre Coeffieienten re- 
produeiren: 

a) Jede aus den Coefficienten einer Covariante gebildete Invariante. 
Covariante oder zugehörige Form ist respective auch eine solche für die ur- 
sprüngliche Function selbst. 

b) Alle aus den Üoefficienten einer zugehörigen Form gebildeten In- 
verianten sind wieder Invarianten, hingegen die Covarianten und zugehörigen 
Formen umgekehrt zugehörige Formen und Covarianten. 

Der folgende $. wird weitere Ausdehnungen dieser Theoreme zeigen 


S. 14. 
Von den Zwischenformen. 
Wenn man auf eine lineare Funelion 
U = un +t%rz +. -+u,r, 


gleichzeitig die ursprüngliche Substitution 


(1) .. (22) - (n) :». 
1.) 3 4t+2 & 2. £. 
und die transponirle 
/‘ (k) N (k) ; (k) 
(2.) v, = 2 tn mt. tr, u, 


anwendet. so ergiebt sich sehr leicht, dass U direet in die entsprechende: 


U Kane vis] +15+ u.5, 
übergeht. In der That setzt man (2.) in U’ ein und ordnet nach den Grössen 
#,. so entsteht wegen (1.): 
(3.) I HH 


Diese sehr evidente Gleichung ist nichts desto weniger sehr wichlie. Wenn 


man zunächst bemerkt, dass die Auflösung der Gleichungen mit mehreren Un- 
bekannten dadurch auf eine symmetrische Weise bewerkstelligt werden kann. 
dass man eine beliebige lineare Function U der Wurzeln sucht, so folgt aus (3.). 
dass nur erforderlich ist. eine derartige Auflösung in irgend welchen passend 
gewählten durch lineare Substitutionen transformirten speciellen Formen zu 
bewerkstelligen. d. h. eine lineare Function U’ der transformirten Wurzeln zu 


finden, und die Coeffiecienten v, durch zugehörige Formen nach $. 11 darzu- 
Mit welchen 


stellen. wie ich auch in dem Beispiel des $. 11 gezeigt habe. 





a kn 
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Irrationabilitäten alsdann auch U’ behaftet erscheint. so findet man dennoch die 
Coeffieienten der «, d.h. der Wurzeln ohne Weiteres, wenn man allmälig 
«—=1%=0,..u,=-0; su =0Q), u =1,,=0,...0,=0 u. s. w. setzt, weil 
weeen (3.) für jeden beliebigen Werth der «,, U'=U ist. Sieht man von 
dem algebraischen Problem, also davon ab. dass die Variabeln x, und 
specielle Werthe annehmen, so wird man im Allgemeinen für jedes System 
oegebener Functionen eine lineare Function U durch die zugehörigen For- 
men desselben in Verbindung mit den Covarianten auf irralionale (wenn 
auch nicht immer explieite) Weise darstellen können. wenn man durch » von 
einander unabhängige Covarianten die 2» Variabeln ausdrückt und in U ein- 
setzt. Es hat sich nun in mehreren Fällen herausgestellt. wie z. B. bei der 
von Herrn Cayley gegebenen Darstellung eines linearen Factors der ceubischen 
und biquadratischen Gleichung vermittelst Covarianlen (dieses Journal Bd. 50 
p. 257). dass man hierbei zu complieirteren Resultaten gelangt, als sie die 
vewöhnliche Auflösung der Gleichungen ergiebt. Dasselbe findet in erhöhtem 
Vlasse stalt. wenn analoge Probleme auf Gleichungen mit mehreren Unbekann- 
ten führen. indem sogar die Irrationalität einen höheren Grad annehmen kann. 
als nothwendig ist. Den Grund hiervon habe ich darin gefunden, dass unter 
den mannigfach vorhandenen Formensystemen ein drittes Functionensvstem 
existirt. welches als den zugehörigen Formen und Covarianten eoordinirt an- 
vesehen werden muss, und welches überdies eine nothwendige Zwischenstufe 
wischen den zugehörigen Formen und Covarianten einnimmt. Ich habe daher 
die Funetionen dieses Sysiemes Zwischenformen genannt.  Bezeichnet man 
durch © eine Function gleichzeitig der Variabeln x, und u,. so ist dieselbe 
Zwischenform, wenn sie der Gleichung 
4. Fr Di r. 0 Dis Dry Da in 

genügt, sobald man auf die Variabeln x, die ursprüngliche und auf die Va- 
riabeln u, die transponirle Substitution anwendet. 

Zu diesen Zwischenformen gehört von selbst die Imeare Function U. 
weil sie der Gleichung U’ = U genügt, ferner jedes Product von Potenzen 
der zugehörigen Formen und Covarianten: eigentliche Zwischenformen sind 
aber die auf folgende doppelte Weise gebildeten Funetionen: 

a) Jede simultane Covariante, welche eine homogene Function oder 
ein Functionensystem mit der linearen Function U gemein hat. 

b) Jede zugehörige Functionalform, d. h. jede Function, welche entsteht. 


wenn man nach dem Satze von den homogenen Functionen das gegebene 
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Funclionensystem und dessen Covarianten in den verschiedenen Formen des 


Theoremes AI $. 13 schreibt und alsdann, statt Invarianten, zugehörige Formen 





ans den Coeffieienten des Systemes zusammensetzt. 
Hier tritt nun das Theorem IX. $.11 zur vollen Geltung. nach welchem 
man wegen 5b) ganz direct viellache Systeme von Zwischenformen ableiten 


kann. indem man nämlich aus den Funelionensvsiemen: 


F ) < d F r, pP Y 
+ » yi r; 
j \ e oz P ) m « I «Ai > « 2ER. . 
p(p—-1)...(p—k+1, ‘2, de. dei... 
I d’® 
» FE THE RT = —— —1 203%... 
P,\P, )-+(P, en) de, de‘, d.c! 


die zugehörigen Formen des Theorems IX $. 11 entweder simultan eninimmt. 
in welchem Falle % jeder ganze Zahlenwerth kleiner als die Ordnungen von 
F und & sein kann. oder aus jeder der Funetionen einzeln. im letzteren 
Kalle aber A gerade voraussetzt. 

Es ist jedoch nach dem Früheren die Anzahl der in Bezug auf beide 
Systeme von Variabeln von einander unabhängigen Zwischenformen gleich 
2». in Bezug auf jedes System einzeln gleich », und eliminirt man aus je 
»-1) derselben ein System der Variabeln. so ist das Endresultat der Elimi- 
nalion entweder eine Covariante oder eine zugehörige Form, je nach der 
Wahl der eliminirten Variabeln. 

Die Zwischenformen genügen selbstständig einem System von parliellen 
Dilferentialeleichungen. welches sofort aus $. 12 (9.) abgeleitet werden kann. 
wenn man dieses System für ein Functionensystem bildet. dem man noch die 


lineare Funelion U beigefügt hat, nämlich 





(kV ; dG d@G aa 
\ \ D,. (9) r U, Er u: R " / ° G, 
R u ui. " du, ! de, 
J.) p j 
& i d) de 
No, 3) +, —— —- 1, v. 
a du, ? de, 
und es ist alsdann 
(6.\ Ace PıYıt PeY tt Para tg ws. 
\ 7 w “ > n “ 


wenn 0 in Bezug auf die Variabeler, von der g’" und in Bezug auf die 
Variabeln #, von der q,“" Ordnung ist. 
Die Zwischenformen welche einer einzigen homogenen Function an- 


vsehören, sind von besonderer Wichtigkeit, daher will ich einige auf dieselben 
bezügliche Theoreme und Sätze für diesen Fall besonders vorführen. 


Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 5. 43 
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Theorem \XlIl. 


Wenn © und 9 zwei beliebige Zwischenformen sind, welche auch 









einander gleich sein können, und man ordnet eine derselben in der Theorem Al. 





$. 13 angegebenen Weise nach den Variabeln x,, die andere in der Theo- 








rem XII. $. 13 angegebenen Weise nach den Variabeln u,, so dass sie in Bezng 





auf die explieite stehenden Variabeln von gleicher h“ Ordnung sind, also 





1 
Oo - —..0 Mt FOR 
m \ ag —N..g—h+1 ee 
i 1 
( Se 
: - _ — EU 1... u, 


RES JRR CHEe 8 
ist, wo ©,,,. und $,,.. der Kürze halber die h" Ableitungen nach den 
lariabeln respective x, und u, bedeuten, so ist 


el \ ß 4 d) 
(8. G, - — iu... Fin i 
eine neue Zwischenform der ursprünglichen Function. 

Zum Beweise des Salzes will ich die partiellen Differentialgleichun- 
ven (7.) auf eine einzelne Function anwenden. in welchem Falle sie in 


dGI dA 


\ D.()+W——- -2,—— =10 oder =, 
s du, ’ de, 
9.) s 
Ä dı$ di i 
D_) + <———z.- -— /,% oder = OV 
ee 3" ul d., 


für die Functionen © und 9 übergehen. 

Da diese Gleichungen identisch erfüllt sind. so müssen sie auch noch 
bestehen. wenn man sie nach den Variabeln respective «, und x, hmal dif- 
ferentiirt und statt der A" Potenzen und Producte der Inceremente beliebige 
Grössen auf beiden Seiten der Gleichungen selzi. Es sollen nun in der ersten 
der Gleichungen (9.) statt der Potenzen und Producte der Ineremente d.ır, h"' 
Ordnung die entsprechenden 9,,,.. und in der zweiten statt der Potenzen und 
Producte der Ineremente da, k"" Ordnung die entsprechenden ©,,,.. gesetzt 
werden. Dadurch gehen offenbar sowohl © als 9 in ©, über. ferner wird 
D,.(9) in eine Funelion: D', (0) und D,,(9) in eine Funclion: D\, (9 ‚ von 
der Art übergehen, dass 


D,, ( G) an DD” (9) . D,.(9) 


00 
- 


wird. wie man sich leicht überzeugen kann, wenn man auf der rechten Seite 
von (8.) die Operation D,, sowohl auf die ersten Factoren als auf die zweiten 
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Factoren der einzelnen Terme anwendet. endlich wird auch 


dI dy dO 
u, — tu, uU,- ; 
du, du, du, 
de) dd dO 
2” ; >.” . 
‘ de, ' dr, r dx, 


[olelich erhält man nach Addition der Gleichungen (9.) 


de, de), . 
1 RE (A-4-4,)0 oder V. 
du, da, 


D.()+u 

welche Gleichung ©, als Zwischenform definirt. wie verlangt wurde. 
Als specieller Fall des Theoremes ergiebt sich zunächst folgender Satz: 
I. Wenn P eine Covariante und FP eine zugehörige Form ist, und man 


schreibt beide in den Formen (%.): 


1 
ken -22D ..2%8ı8 
qa(g—1)...(g—h+N1) Au. al) Vurs:» 
. 1 ER 
7 -EI 3 P,, UuUuU,... 


1\ Ihllım 


1,9, N)... —h 
ebenfalls von gleicher h” Ordnung in Bezug auf die explicite stehenden 


lariabeln. so ist 
0 — >’ 


ZZ Pi. Frau... 
eine Zwischenform. | 

Die Gültigkeit des Satzes ergiebt sich sofort, sei es dass man denselben 

als Zusatz zum Theorem betrachtet. oder auch von Neuem beweist. indem man 

in den Gleichungen (9.) & statt 9, % statt 9 selzt. und die in der ersten 

derselben befindlichen Differentialquotienten nach den Variabeln »,, sowie die 

in der zweiten vorkommenden Differentialquotienten nach den Variabeln «, 


vleich Null setzt. 
Da die Coeffieienten der Funclionen $> und # durch die letzten Ab- 


leitungen derselben nach den Variabeln reprodueirt werden, so erhält man in 


weiterer Specialisirung von 1) den folgenden bekannten Satz: 


2 Wenn 


"7 FARO F=225,..%WU,:-. 


a ee 
Dp : E25... zÄu.. 


eine Covariante und eine zugehörige Form derselben Ordnung in Bezug 
auf die Variabeln sind, so ist immer 


S2b,; 


EEE EEE DE a, 


eine Invariante, wenn hingegen P von höherer Ordnung als P ist, so wird 


$ 


alter 


= u. 
=z2d hun. SIriu... 


43 * 
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eine Covariante, und wenn endlich F von höherer Ordnung als bist. 
zZ Pi... 


Aklı:. ARU 


eine zugehörige Form, vorausgesetzt, dass die Ableitungen P,,,. und 
P,;,.. die Coefficienten der Functionen: 


Sn %., x » 
EIER Pia. 2,4 


7, 


BET U... 
sind, welche in Bezug auf die explicite stehenden Variabeln dieselbe Ordnung 
haben, als jedesmal die Variabeln con respective F und «b erreichen. 
Man kann durch Anwendung der früheren Sätze über Invarianten. zuü- 
voehörige Formen und Covarianten. die Anzahl der Zwischenformen beliebig 
vervielfältiven,. insbesondere indem man sie nach den Variabeln x, oder #,. wie 
unter (7.) geschehen ist. anordnet und alsdann aus ihren Coeffieienten Functional- 
iormen bildet. woraus alsdann folgender Satz hervorgeht. dem sich noch 
mehrere ähnliche leicht anreihen lassen: 

3. Wenn man eine Zwischenform nach den Potenzen und Producten der 
Yariabeln x, vollständig ordnet, so dass die Coefficienten nur Functionen 
der u, und der Constanten sind, so ist jede aus diesen Üoefficienten ge- 
bildete Covariante eine Zwischenform, und jede aus denselben zusummen- 
gesetzte Invariante und zugehörige Form eine zugehörige Form. Wenn 
man hingegen dieselbe Anordnung nach den Variabeln u, macht, so dass 
die Coeffieienten nur noch Functionen der x, und der Constanten sind, 
so ist jede aus diesen Coefficienten gebildete zugehörige Form eine 
Zwischenform und jede Invariante und Covariante eine Covariante der 
ursprünglichen Function oder des Functionensyslemes. 

Ich schliesse diese Entwickelungen über Zwischenformen noch mil 
folsendem Theorem, welches symbolisch die partiellen Differential- Gleichungen 
enthält, denen die Invarianten einer homogenen Function genügen. und welches 
dadurch einen Gesichtspunkt zur Verallgemeinerung dieser Relationen bietet. 

Theorem XIV. 
Bezeichnet man durch 
(10.) = 22:8, 
eine zugehörige Form, welche durch Differentürung einer Incariante P_eni- 
standen und daher von derselben p'“ Ordnung in Bezug auf die Variabeln ist, 
«ıls die ursprüngliche Function: 


( 10°.) sE > Y 2, #18 .:..% 
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und bildet man nach Theorem AlII. die Zwischenform 


ey we 


All... 
in welcher P,,.. und F,,.. die durch p! dividirten (p—1)'" Ableitungen ron 4 
und F nach den Variabeln bedeuten, also in Bezug auf letztere linear sind. 


so ist immer 
‘12 


\ 
ww r | 
/ 


p.- 9 = 1P.( ++. +u,,)- 
d. a. die lineare Zwischenform (11.) ist gleich der evidenten Zwischenform | 
multiplieirt mit der Invariante P und einem Zahlenfactor. 

Der Beweis ergiebt sich sofort, wenn man (10.) und (10°. ) in (11.) sub- 
stituirt, indem der Coeflicient von #,x, der rechten Seite von (11.) dadureh in 


SP au. a 


OAllese 


e oo Ä l u 

übergeht, was nach $. 5 (4.) gleich —D ,(P) ist. Da nun P den partiellen 
pP 

Differentialgleichungen für Invarianten genügt. so ist dieser Coelficient aleie! 


Null. so oft o und 6 verschieden sind. und gleich —P, wenn 0 =9 ist. was 


( m 
die Gleichung (12.) giebt. 

Man kann sich nun aber leicht davon überzeugen. dass noch ander: 
analoge Gleichungen wie (12.) existiren müssen. in denen die rechte Seite 
nicht allein U sondern auch eine höhere Potenz von U ist. denn es muss 
sich U als Zwischenform aus den übrigen zusammensetzen lassen. und ihre 
Anzahl ist hinreichend gross um Potenzen von U mittelst derselben darstellen 


zu können. Ist demnach ©, eine Zwischenform der m" Ordnung in Bezug 


auf jedes der beiden Variabelnsysteme, welche der Gleichung 

(13.) 4, Pa ++ -+u,2,)" 
venügt. so muss P, eine Invariante sein. für welche noch andere Gesetz« 
als die in den Differentialeleichungen enthaltenen gelten und \erallgemeinerun- 
ven derselben sind. denn entwickelt man die rechte Seite von (13. nach 


den Potenzen und Producten der Variabeln «, und x,. so finden sich aul 


derselben nur diejenigen. in welchen die «, und x, gleiche Indices haben. 
und diese sind dann sämmtlich in ein und denselben Coeflicienten P, mul- 


tiplicirt, daher müssen auch die Coefficienten von u, 2. W&a,. 1%. auf 


der linken Seite von (13.) alle einander gleich und gleich der Invarianie 
sehören 


P, sein, während die übrigen gleich Null sind. Diese Relationen 
dann nur der individuellen Invariante /, an und sind für dieselbe fundamentale 
In der That sind fast alle Eigenschaften der Invarianten ceubischer Formen 
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von drei Variabeln. welche ich in den beiden eitirten Abhandlungen gegeben 
habe. eine Folge dieses Prineipes, und obwohl ich bereits in der ersten Ab- 
handlung vom Jahre 1850 (dieses Journal Bd. 39, $. 7) diese Grundgesetze der 
Invarianten S und T publieirt habe, so ist mir doch nicht bekannt. dass für 
ındere Funetionen. welche seitdem behandelt wurden. analoge Gesetze, welche 
tief in die Theorie der speeiellen Funelionen eingreifen, gefunden worden wären. 

Zur Ermittelung derartiger Zwischenformen kann man sich unter Anderen 
eines symbolischen Geselzes bedienen, welches ich im folgenden $. angeben 
werde. und welches mir in der eitirten Abhandlung des 55°" Bandes die 
Theoreme 8.7. $. 20, u. s. w. geliefert hat. Weitere specielle Entwickelungen 
dieser Theorie muss ich indessen hier übergehen. und ich bemerke nur noch. 
dass die eigentliche Formenbildung für die gesammte Invariantentheorie vor- 
zugsweise aus den unter a) und b) gegebenen Bildungsgeselzen der Zwischen- 
[ormen insbesondere mit der dabei auseinandergeselzien Anwendung auf Theo- 
rem IX. 8. 11. und aus Theorem XI. mit seinen Zusätzen hergeleite! 


werden kann. 


6. 19. 

Ueber ein symbolisches Gesetz zur Darstellung zusammengesetzter Grundformen. 

Durch vorstehende Entwickelungen glaube ich mein Ziel erreicht zu 
haben. welches in der Feststellung der Grundprineipien der vorliegenden 
Theorie bestand. Die Bildung der Fundamentalformen. aus welchen sich alle 
übrigen zusammensetzen lassen. für specielle Funelionen lag nicht in meiner 
\bsicht. und im Aligemeinen scheint sie für nieht bestimmt definirte Functionen- 
elassen nicht zweckenisprechend zu sein. da sich nach den bisherigen Er- 
lahrungen herausgestellt hal. dass für jeden Grad der gegebenen Functionen 
und für jede Anzahl von Veränderlichen der Kreis der Fundamentalformen 
sich anders gestaltet. Ich habe auch nicht alle Methoden hier aufgeführt. 
welche zur Bildung der Grundformen, wie ich insgesammi die entwickelten 
vier Classen nennen will. dienen, weil die übrigen zur Darstellung des Cha- 
rakters derselben nicht erforderlich waren: dennoch möchte ich noch eine. 
nämlich die Methode der symbolischen Formen. nicht unberührt lassen, weil 
ich von derselben eine andere Anwendung mache, als gewöhnlich geschieht. 
Diese Methode ist von den Herren Sylvester und Cayley vorzugsweise und 
mit erosser Ausführlichkeit behandelt worden und die Untersuchungen der- 


selben sind in dieser Beziehung so weit reichend, dass man fast jede sym- 
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bolische Form, welche sich auf einem anderen Wege ergeben hat. nachträglich 
als speciellen Fall jener Gesetze finden kann. Es bleibt indessen immer noch 
schwierig die vollständige Lösung eines speciellen Falles aus jenen Geselzen 
herzuleiten. Ich benutze daher die svmbolischen Formen nicht zur Ermiltelung 
der Grundformen, sondern ich redueire umgekehrt gegebene Grundformen auf 
symbolische, um den algebraischen Zusammenhang. den sie mit anderen haben. 
und die Gesetze. welche zwischen ihnen staltfinden, zu ergründen. und hierzu 
lässt sich aus der Invariantentheorie selbst eine sehr einfache Methode ent- 
nehmen, welche in der folgenden Fassung noch nicht veröffentlicht worden 
ist, denn die Intentionen des Herrn Sylvester gehen. wie ich elaube. weiter 
hinaus und nach einer anderen Richtung. Ich setze nämlich für den anve- 


sebenen Zweck die Grundformen einer Function höherer Ordnune aus den 


(rundformen eines Sysiemes von solchen Funetionen niederer Ordnune zu- 
sammen, weiche durch AMultiplicalion und Potenzirung auf den Grad der 
oebracht werden können. Die Potenzen und Producte der Coel- 


höheren 
ficienten der letzteren sind dann die Symbole für die Coeffieienten der ur- 


sprünglichen Funelion. Hierzu dient nun jedes Theorem, welches lehrt, wie 


man aus der Grundform einer einzelnen homogenen Function eine simultan: 
Grundform für ein ganzes Functionensystem ableitet, insbesondere Theorem VI.. 


$. 10. welches für alle Grundformen gilt. Wenn man nämlich die Funetionen 
UP 


des Svstemes. für welches die behandelte Grundform eine simullane « 
worden ist. in Potenzen und Produete anderer elementarer Funeltionen von 
niederer Ordnung zerlegt. so bleibt diese Grundform auch für die letzter: 
eine simultane. zerfällt aber alsdann in eine oder mehrere Grundformen diese: 


Elementarfunelionen. Kennt man nun die Geselze der letzteren Grundformen. 


so hat man auch den Rückschluss auf die ersteren, da alle Umformungen mil 
den Symbolen auch für die wirklichen Grössen gültig bleiben, wer» man die 
Anzahl der Symbolensysteme in der Weise hinlänglich gross gewählt hat, dass 
keine Relationen niederer Ordnung, als die Ordnung der zu behandelnden 
Grundform beträgt, zwischen denselben bestehen. Sind beispielsweise die 
Symbole Potenzen und Producte der Coeflicientien einer einzigen linearen 
Function, so dürfen nur lineare Umformungen damit vorgenommen werden. 
weil schon Relationen zweiter Ordnung zwischen denselben existliren. Der 
einfachste Fall der obigen Zerlegung tritt ein. wenn man jede Function des 
Systemes, zu welchem die entstandene simultane Grundform gehört, als ein 
indem alsdann die Grundformen eines 


Produet linearer Factoren betrachtet. 
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» 


inearen Systemes zum Vorschein kommen, welche aber die Determinanten 
iesselben und die linearen Factoren selbst sind. so dass alsdann jede Grund- 
{iorm. welehe Invariante oder zugehörige Form war. sich aus Determinanten 
allein. jede Grundform, welche Covariante und Zwischenform war. sich aus 
Deierminanten und linearen Functionen gemischt zusammensetzt. Diesen Fall 
kann man in vielen Anwendungen. jedoch nicht immer. noch weiter dahin 
speeialisiren,. dass man jede Function des Sysiemes nur durch eine gleich 
hohe Polenz einer linearen Funelion ersetzt. und diesen habe ich vorzugsweise 
»ei der Darstellung der symbolischen Formen zur Anwendung gebracht. welche 
ich in der eitirten Abhandlung des 55°" Bandes gegeben habe: denselben 
speeciellen Fall hat auch Herr C/ebsch (dieses Journal Bd. 58. pag. 117. Bd. 59. 
»ao. 1) aus meiner Abhandlung abgeleitet und seinen Darstellungen in mehreren 
\hhandluneen zu Grunde eeleot. 

Die symbolische Methode. welche ich hier auseinandergesetzt habe. 
liefert ein neues Mittel die Zusammensetzung complieirter Formen aus den 
einfachen kennen zu lernen. und ich kann sie allen denen sehr empfehlen. 
welehe die Resultate der allgemeinen Invariantentheorie verwerthen wollen: 
sie ersetzt oft mit grossem Erfolge die andere hierzu verwendete sehr be- 
kannte. auch aus Theorem IH. $. 4 hervorgehende Methode. welche darin be- 
steht. dass man die verlangte Zusammensetzung in einer transformirten Form 
ausführt. in welcher über so viele Coefficienten auf eine geeignete Weise ver- 
fügt worden ist. als die Anzahl der Substitutionseoeffieienten beträgt. welche 
aber beim weiteren Fortschreiten der rationalen Algebra durch ihre Compli- 
cation unausführbar wird. 

In allen Fällen bleibt die folgende Aufgabe zu lösen: „Für ein ge- 
sebenes Funelionensystem die fundamentalen Grundformen zu finden, aus wel- 
chen sich alle übrigen zusammensetzen lassen. und die der individuellen 
Funetionenclasse eigenthümlichen Gesetze derselben zu entwickeln.” Der 
Werth einer Lösung dieses Problems hängt aber wesentlich davon ab. dass die 
ın «ie Nalur der speciellen Funclionenclasse eingreifenden Gesetze in derselben 
dargestellt werden. da sich die Formenbildung allein aus den vorhandenen 
allgemeinen Prineipien in jedem Falle leicht ausführen lässt. Indessen glaube 
ich. dass zur weiteren Ausbildung der rationalen Algebra erforderlich wird. 
dieselben Prineipien auf Transformationen höherer Ordnung auszudehnen, wozu 
die vorliegenden Entwickelungen in ihrer Anlage die ersten Mittel bieten. 


Diese Anlage hal auch auf einem sehr nalturgemässen Wege zu den partiellen 
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Dillerentialeleichungen seführt. welche sich in dieser Fassune bereits in meiner 
in der Einleitung erwähnten Abhandiune vom Jahre 1851 befinden. Ohne 
diese Abhandlung zu kennen und auf einem ganz anderen Weee haben die 
Herrn Sylvester und Cayley die partiellen Differentialgleichungen für binär: 
homogene Funetionen,. der erstere in Cambridse and Dublin Mathematiea! 
Journal 1852 Section VI. der letztere in diesem Journal Bd. 47. page. 111. 
abgeleitet. und später hat in den Philosophical Transactions 1854 pag. 245 
Herr Cayley auch die allgemeinen Gleichungen aufgestellt. neuerdings Herı 
Clebsch in der oben eitirten Abhandlung (dieses Journal Bd. 59. pag.5). Eine 
strenge Ableitung derselben für die binären Formen hat Herr Briosehi in 
Tortolinis Annali di Mathem. 1859 pag. 82 gegeben. Es ist jedoch der von 
allen eingeschlagene Weg zu ihrer Darstellung sehr verschieden von dem 
meinigen. welcher. wie ich glaube. erst ihre eieentliche Bedeutung zeiet. in- 
dem er ihnen die Stellung zuweist. welche sie in der alleemeinen Invarianten- 
theorie einnehmen. Es war auch weniger meine Absicht. diese Gleichunsen 


abzuleiten. als die Theorie zu beeründen. 


Berlin. 1563. 


Journal für Mathematik Bd. LXIlI. Heft 4 44 
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Ueber das Minimum oder Maxımum der Potenz- 
summe der Abstände eines Punktes von gegebenen 
Punkten, Geraden oder Ebenen. 


(Von Herrn Franz Wetzig zu Leipzig.) 


I. Ueber das Minimum der Quadratsumme der Abstände eines Punktes von 
gegebenen Punkten. 


$. 1. 


\\' ir schieken zunächst. des Folgenden wegen, einige Bemerkungen 
über den Punkt voraus, für welchen die Summe der Quadrate seiner Abstände 


von veeeebenen Punkten ein Minimum ist. und welcher bekanntlich der Schwer- 


De\ 


punk der lelzteren ist ). 
Sind # Punkte A veoeben. sind O und 0’ zwei beliebiee Punkte. und 


bezeichnet man die Abstände 00’ mit t. 0A mit r und 0'’A mil r und den 


Winkel zwischen zwei Geraden a und 5b einfach durch ab. so besteht die 


Gleichung 

r” r-- EP — rt cosrt. 
Bildet man diesen Ausdruck für jeden der Punkte A und summirt. was durch 
das Zeichen > ausgedrückt werde, so erhält man 


Sr" — Ir-+kf—- 2lZErcosrt. 


> Zr 
Wählt man den Punkt O0 so. dass in Bezug aul jede durch ihn gelegte Gerade 


die Summe Nreosrt verschwindet. dass daher die Abstände r, der Grösse und 


Richtung nach an einander geselzi. ein geschlossenes Vieleck bilden. so wird 
Er Zr + ki. 


Hieraus folgert man: 
In Bezug auf den der Bedingung Ircosrt = 0 genügenden Punkt O ist 
>’r ein Minimum. 
Dieser Punkt ist der Schwerpunkt der gleichschweren Punkte A: denn 
nimmt man slall # drei auf einander senkrechte Axen und nennt x, y, = die 


ihnen parallelen Coordinaten von A, so folgt Fr= >y=- 3-0. 


*) s. Carnot, Geometrie der Stellung Art. 275; L’huilier, de maximis et minimis 


8. 68—T78. 
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Der Ort der Punkte 0’, für welche die Quadralsumme der Abstände. 
Zr", constant ist. ist eine Kugellläche (in der Ebene ein Kreis) mit dem Mittel- 
punkt @, und die Zunahme jener Summe ist proportional dem Quadrate des 
Halbmessers. 

Die rechiwinklige Projection des Punktes 0 auf eine gegebene Gerade 
oder Ebene ist derjenige Punkt dieser Geraden oder Ebene. für welchen die 
(Juadratsumme der Abstände von den gegebenen Punkten ein Minimum ist: 
denn jeder andere Punkt dieser Ebene (Geraden) gehört einer Kugel (Kreis- 
linie) constanler Quadralsumme von erösserem Halbmesser an. Diese Pro- 
jeetion ist zugleich Mittelpunkt der Kreise der Ebene. oder je zweier Punkt 


der Geraden. für welche die Quadratsumme constant ist. 


li. &eber das Minimum der Quadratsumme der Abstände eines Punktes von 
gegebenen Geraden in der Ebene oder Ebenen im Raume. 


S. 2. 

Sind 4 Gerade in der Ebene oder % Ebenen im Raume »veveben. 
und bezeichnet man den senkrechten Abstand eines Punktes O von einer der- 
selben mit r. den eines anderen Punktes 0’. ın der Entfernune O0'’—t. mit r'. so 
hat man. wenn O0 und ©’ auf derselben Seite der Geraden oder Ebene lieeen. 
r — r—teosrt. 
wenn auf enlgegengeselzler. 

r tecosrt —r. 
Man kann daher die erste Gleichung zu Grunde .legen mit Beachtung der 
Reoel. dass r'’ das Zeichen wechselt. wenn es auf die entgegengesetzte Seite 
der Geraden oder Ebene übereeht. Durch Quadrirung fole!t 
r" r —?Rrtcosrt-+f cosrt. 
Bildet man die Summe dieser Quadrate für alle Geraden oder Ebenen. 


so erhält man 
Sr" — Ir’ — AH Ercosrt +3 cosert. 


1] 


Wenn daher der Punkt O0 ein solcher ist. dass in Bezug auf jede durch ihn 


velegte Gerade die Bedingung 
Zrcosrt = Ö 


erfüllt wird. dass also die Abstände vr, der Grösse und Richtung nach an- 
44* 
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einander gesetzl, ein geschlossenes Vieleck bilden, so ist 
Zr” Erf >Dcostrt. 

Da aber FIcos’rt stels positiv ist, so ist Ir’ ein Minimum, also der Punkt 
0, für den, bei jeder Lage von t, Ireosrt= 0 ist, der Minimumpunkt. 

Hieraus folgt. dass O zugleich der Schwerpunkt der Fusspunkte der 
\bstände r ıstz denn die Bedingungseleichung Ircosrt=O ist dieselbe. wie 
die im vorigen Paragraphen entwickelte für den Schwerpunkt. 

2. Für denselben Punkt O ist bei Geraden in der Ebene auch die 
Ouadratsumme der nicht rechtwinklig. sondern unter einem beliebigen Win- 


kel » genommenen Abstände o ein Minimum, und O0 ist der Schwerpunkt! 
ihrer Endpunkie auf den Geraden. Denn mit Fr ist auch Zu = —— 


ein Minimum; und bildet die durch O gelegte Gerade 7 mit t ebenfalls den 
\inkel #, so ist mit I’rcosri=0Ö die Gleichung Io cosor =O identisch. Dreht 
ınan also das System der gegebenen Geraden in seiner Ebene um den Punkt 0. 
so wird es von dem festen Strahlenbüschel der r beständig in Punkten ge- 


schnitten. deren Schwerpunkt O ist. 


3. Bei gegebenen Geraden ist das Vieleck. welches die r, der Grösse 
und Richtung nach an einander gesetzt, bilden. mit dem gegebenen gleich- 
winklie. bei drei Geraden ihm daher ähnlich. woraus folgt, dass im Dreieck 
die Abstände des Punktes O den zugehörigen Seiten proportional sind. Bei 
vier Geraden erfordert die Aehnlichkeit eine Bedingungsgleichung (s. $. 8). 
Giebt es überhaupt in einem Vieleck einen Punkt, dessen Abstände den zu- 
schörigen Seiten proportional sind. so ist er Minimumpunkt. In jedem regel- 
mässieen Vieleck ist er daher der Mittelpunkt. 


$. 3. 
I. Ist 0 der Punkt einer der gegebenen Geraden oder Ebenen. für 
welchen die Quadratsumme der Abstände von den übrigen Geraden oder 
Ebenen ein Minimum ist, so muss in Bezug auf jene Gerade ? oder in Bezug 
auf jede Gerade f jener Ebene die Bedingung Ircosrt=0 erfüllt werden: 
selzt man also die r der Grösse und Richtung "nach an einander, so müssen 
Anfangs- und Endpunkt in einer Normalen zur Geraden oder Ebene liegen. 


2. Die Punkte paralleler Geraden. für welche die Quadralsumme der 


Abstände von Geraden in der Ebene ein Minimum. also Frcosrt—=0 ist. 
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liegen auf einer gewissen Geraden. Denn ist O der Minimumpunkt der Geraden 
t in Bezug auf die übrigen Geraden, also FIrcosrt= 0. und hat auf einer 
beliebigen Parallelen !' zu f, im senkrechten Abstande y, ein Punkt 0’ die 
rechtwinkligen Coordinalen x und y, deren Anfangspunkt O ist. so ist. wenn 
rt= a geselzt wird. 
r "+-ysina- .2cosa, 
Sn 


v v ’ v . * 7 
=rc08e = Zrc0so+yZsinacosa-+xzZFcos’e 


Da aber Ircose = ist. so liefert die Bedineune. dass 0' Minimumpunk! auf f. 


Y I v 3 ,! . . « . . “ . 
also FIrecose = Ircosrt —=Ö sein soll. die Gleichune einer Geraden. nämlich 
2008 a +yZsina cosa 0. 


3. Die Punkte paralleler Ebenen. für welche die Quadratsumme der 
Abstände von gegebenen Ebenen ein Minimum ist. lieven »leichfalls auf einer 
gewissen Geraden. Denn legt man durch den Minimumpunkt 0 einer Ebene 
drei rechtwinklige Axen OA, O0, OZ, von denen OX und OY in dieser Ebene 
liegen. und bildet r mit ihnen die Winkel e, 5, y, so ist Frcose = Ircos 7-0. 
Hat in einer parallelen Ebene im Abstande z ein Punkt 0° die Coordinaten 
x, y, 2, So Ist 

r "+ 7008504 9yC0sI+2C08Y. 
Multiplieirt man diese Gleichung mit cose, ein zweites Mal mit cos >. 
summirt und berücksichtigt in den beiden erhaltenen Summengleichungen 


die Bedingungen, dass 0" Minimumpunkt seiner Ebene sein soll. nämlich 


Ircose = ZrecosP =0, so folgt 
0 2 Zcosa+yZcosecosp +3 F1osa cosy, 
0 = zFcosacosp+yZFcos’I+ 2008 )cosy. 
wodurch eine Gerade bestimmt wird. 
$. 4. 


Mit Hülfe der Sätze des vorigen Paragraphen lässt sich der Punkt 0 für 
beliebig viele Gerade in der Ebene construiren. 

I. Sind drei Gerade a,. @;. «a, gegeben. welche auf einander die 
a,. AA; = a, bilden, und ist O, der Punkt der 


Abschnitte A, A, = a,. A;A, 
: der Abstände von «, und a, 


Geraden a,, für den die Quadratsumme nr; 
ein Minimum ist. so ist 1,C08r,4,+r,c0sr,a, =0. oder r,sin A; 


95 A;. 
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folglich 
nn: = BR : ei ui. 
r, r, | 
0,4,:0,A, = —.— : —— = 5:% 
sın A, sın A, 


Es verhalten sich also die Abstände des Punktes O, wie die zueehörigen 
Dreiecksseiten und die Abschnitte. die O0, auf «a, bildet. wie deren Quadrate. 
Man kann daher 0, construiren. indem man innerhalb des Winkels A, zwei 
Parallelen zu a, und a, in den senkrechten Abständen &, und a, zieht; die 
verbinduneslinie ihres Durchschnittes mit 4A, giebt die Gerade 4A,0,. 


Sind nun r,. r,. r, die Abstände irgend eines Punktes von a,. @,. a; 


ferner @,. &%. 0, die Winkel, welche r,. r,. r, mit einer oewissen Geraden 
bilden. so eilt. wenn als solche «a, oder eine zu a, Parallele genommen wird. 
für jeden Punkt der Geraden A,O, die Gleichune 

r,C0S%-+r,C0S, = V. 


oder auch. weeen a, = W, 


r,c0Sa,—+ r,C0S%—+-r, COS 0; G. 
Bestimmt man ebenso den Minimumpunkt 0, der Geraden @,. so dass also 
nm =a,:a, oder 0,4,:0,A,=a:a; ist. so eilt in Bezug auf «a, für jeden 


Punkt der Geraden A,0, die Gleichung 

r,C0S@,—+-r, C0SM,—+r,C0S a; 0. 
Für den Durehschnitispunkt von A,0, mit 4,0, gilt daher diese Gleichung in 
Bezug anf zwei Gerade. mithin in Bezug auf jede beliebige der Ebene: er 
ist also der gesuchte Minimumpunkt ©. 

Da Gleiches von A,0, gilt. so bestimmt sich der Minimumpunkt O0 
emes Dreiecks als der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt dreier Geraden. 
jede von einer Ecke des Dreiecks nach dem Minimumpunkt der gegenüber- 
liewenden Seite. Die Linien A,O,. A,0,. A,O,. die den Schwerlinien analog 
sind. wollen wir Minimumaxen nennen. 

2. Sind vier Gerade gegeben, welche sich in den Punkten A, B, 
D. E, F schneiden. wo r, auf AB, r, auf BC, r, auf CD, r, auf DA senk- 
recht steht. so ist der Punkt O so zu bestimmen. dass in Bezug auf wenigstens 
zwei Gerade der Ebene die Bedingung 


r, 6080, +7,008, +73 008 03 47,c008a, = OÖ 
erfüllt ist. 
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Wir suchen dieselbe zuerst in Bezug LM. 
auf eine der Geraden. elwa a,. zu erfüllen. | 


Zu dem Zwecke eonsiruire man die dureh 


B, ©, E gehenden Minimumaxen der über I\ VE 

a, stehenden Dreiecke ABF, DCF, AED In 

und nenne sie ÄAxen erster Ordnung. Die Y/ \n, 

erste. die Axe der Geraden a, und a. u M, 

schneide a, in M,:; die zweite, die Axe Zu 2 \B 

von @«, und a,. schneide a, in M,: die | | 

dritte. die Axe von a, und a,. schneide - 
a, ın M,. Alsdann ist. stets in Bezue % x 1 , 


auf a,. für jeden Punkt der ersten Axe 
r,c08sa,+r,C0s%,—=0, daher für M,. da r,=0 ist. r,cosa,+tr, COS &-+tr, cos, — V 
Für jeden Punkt der zweiten Axe ist 1,6C08%--173,C080, = 0, daher für M, 
ebenfalls r, cos, + r,C08s%,—+r,C080, = 0; und Gleiches eilt von M,. Mithin 
liegen nach 8.9. (2.) die Punkte H,. M,. M, aul' einer Geraden von der Eigen- 
schaft, dass für jeden ihrer Punkte r, cos, +17, C08% +7,08, =Ö. aber auch. 
weeven 0, =W, r,c0S a, +r, C08 + 7r,C08t,+r,c0se, =V ist. Folelich ist die 
Gerade M,4,M, die zu a, gehörige Minimumaxe des Vierseils: sie enthält 
den Punkt O und schneidet «a, in dem Punkte ©, dieser Geraden. für welchen die 
Quadratsumme der Abstände von den drei übrigen Geraden ein Minimum is! 

Indem man auf eieiche Weise die drei übrieen Minimumaxen eonsiruirt. 
bestimmt sich O als der gemeinschaftliche Durehschnitltspunkt von vier Axen. 
deren jede die zugehörige Gerade im Minimumpunkt derselben schneidet. Wir 
nennen sie Axen zweiler Ordnung. 

Bezeichnet man mit (2,3), die Axe erster Ordnune von &. a, in Be- 
zug aul a,, also die Gerade. für welche 7,008, +r,cose, =Q ist. ebenso mit 
(2.3.4), die Gerade, für welche, in Bezug auf «a,. r, c0sa@,--r, cos 2,4 r,cose, = 0 
ist. ferner mit (2. 3),4 den Durchschnittspunkt der Axe (2.3), mil der Geraden 
a,. endlich mit (1,2,3.4) den Punkt O0, so kann man dessen Construction 


durch folgendes Schema darstellen: 


2,3), 4 (3,4),2 (4,2),3 (3,4),1 (4,1),3 (1,3),4 (4,1),2 (1,2),4 (2,4),1 (1,2),3 (2,3),1 (8,1), 2 
——a - u TTT FE u u ee 537 [ua u 
2,3,4), 3,4, 1), 4,1, 2), 1,3,3 





(1,2, 8, 4) 


| 4.3 
Die ganze Construction umfasst also 13” 2 Axen erster Ordnung, näm- 
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lich jede Combimation (1.2) mit zwei Indices, 3 und 4; jede derselben giebt 
einen Durchschnittspunkt, nämlich (1.2), mit a,. wodurch man also zwölf 
Durchschnittspunkte erhält. Axen zweiter Ordnung (1.2.3), giebt es vier. 
nämlich jede Combination (1.2.3) mit einem Index: jede ist durch drei der 
wölf Durchsehnittspunkte bestimmt. Je drei Axen erster Ordnung schneiden 
sich in einem Punkte, wie (1.2),. (2.3). (9. 1),. und geben daher vier Durch- 


schnittspunkte,. durch deren jeden auch eine Axe zweiter Ordnung geht. 


nämlich (1.2.3), durch (1.2.3). Nimmt man also noch die sechs Punkte 
i. BD. ©, ... hinzu. in deren jedem sich zwei gegebene Gerade (Axen 


0" Ordnung) mit zwei Axen erster Ordnung schneiden, so hat man ein System 
von zwanzie Geraden mit eilf Punkten. in deren jedem sich je vier Gerade 
schneiden 

3. Sind fünf Gerade gegeben. so bestimmt sich der Minimumpunkt O0 
als der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt von fünf Axen dritter Ordnung. 
nämlich der Axen (2,3.4.5),,. (3,4,9.1)., (4,5, 1,.2);, (9,1,2,3),. (1.2.3.4), 
Jede derselben ist durch vier Punkte bestimmt. und ihre Construction. z. B. 


die der ersten. ist durch foloendes Schema veveben: 





5 - f A r - r 
2 { 41), 2 (4 2)ı >, t),d 4 )),3 (9,3), 4 (4,5),2 (5, 2),4 2 1), 9 (5, 2),3 (2,3),5 3,5),2 
— u ee Tr a Tr | u ii 
re) > r r 
£ 1,9 3, 4 )), 2 4,5, 2), 9 9.3 ,,4 
u uf 
(2.3.4.5 


Indem man auf gleiche Weise die vier übrigen Axen dritter Ordnung con- 


struirt. ergiebt sich Folgendes: 


Bi h— 2 j ae \ ' 
BE 30 Axen erster Ordnung, nämlich jede Com- 


. Mm 


Man erhält 


bination /1.2) mit 5—2—=39 Indices. Jede liefert 5-3 =2 Durchschnittspunkte. 


Fre 


’ 5(5—1)(5 —2)(5 — 3) » 
nämlich (1.2), mit @, und a,. so dass sich ——— ‘5 une 60 Durch- 


an 5.(5—1)(5—2)(5—3) 
schnitispunkie ergeben. Axen zweiter Ordnung giebt es — ET 


nämlich jede Combiation (1.2.3) mit zwei Indices, jede Axe durch drei 


— 2). 





der sechzig Punkte bestimmt. Jede liefert einen Durchschnittspunkt. nämlich 

1.2.93, mit a,. so dass solcher Durchschniltspunkte zwanzig entstehen. 

Axen dritter Ordnung eiebt es a Le N) „ie nämlich jede 
1.2.3.4 

Combination (1.2.9.4) mit einem Index. jede durch vier der zwanzig Punkte 

bestimmt. Je drei Axen erster Ordnung schneiden sich in einem Punkte. 


nämlich (1.2),. (2. 3),- (3. 1). und solcher Punkte giebt es zehn. Durch 





ia 
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jeden derselben gehen noch zwei Axen zweiter Ordnung. nämlich (1.2.3), 
und (1.2. 3);. Ferner schneiden sich je vier Axen zweiter Ordnung in einem 
Punkte. nämlich (1,2. 3),. (2.3. 4),. (9. 4. 1),. (4.1. 2),. und soleher Punkte 
voiebt es fünf. Durch jeden derselben geht auch eine Axe dritter Ordnung. 
nämlich (1.2.3. 4,,. Nimmt man dazu O0 und die gegebenen fünf Geraden 
mit ihren zehn Durchschnittspunkten. in deren jedem sich noch drei Axen 
erster Ordnung reifen. so hat man ein System von sechzig Geraden mit sechs- 
undzwanzige Punkten. in deren jedem sich fünf der Geraden schneiden. 

4. Sind allgemein % Gerade in der Ebene veeeben. so bestimmt sich 
ihr Minimumpunkt als der gemeinschaftliche Durchschnitt von k Axen k— 2" 
Ordnung. deren jede die zugehörige Gerade in dem Minimumpunkt der letzteren 
schneidet: z. B. (2.9.4.... 4); schneidet a, in O,. (1.3. 4.... A), schneidet 

k(k—1)(k— 2) 


a, in 0, u. 8. w. Die ganze Gonstruelion umfasst ———. — Axen ersler 


— 


Ordnung. deren jede sich mit %—3 Geraden schneidet. wie (1.2), mit 4.5. ... %. 


kik { (k- 2 (k 3) ö z u 
wodurch a x. Tune Durchschnittspunkte entstehen. Je drei dieser 
) | k(k—I)\(k— 2)(k —9 
Punkie bestimmen eine Axe zweiter Ordnung, deren Anzahl “u a 


% ‘ 


beträgt. Jede dieser Axen schneidel 7—4 Gerade. wie (1.2.3), die Geraden 
en » k(k l (k- 2 ‚ k- o k 4) m 
3.6. ... Ah, wodurch ———— 5,37 —— Durchschnitispunkte entstehen. 


«wre: 
von denen je vier eine Axe dritier Ordnung bestimmen. so dass die Anzahl 


k(k 11h 2) k— Ik +) » 
der letzieren ER“ A heträgl. u. s. w. 





Je drei Axen erster Ordnung. wie (1.2),. (2.3). (3. 1), schneiden 
sich in einem Punkte, dem Minimumpunkte von a,. a,. a,. und solcher Punkte 
R k(ik—1)(k 2) . . 
siebl es —— Durch jeden derselben gehen aber auch 4—3 Axen 
zweiter Ordnung, wie durch den oben genannten die Axen (1.2.3),. (1.2.5);. ... 
(1.2.93);. Je vier Axen zweiter Ordnung schneiden sich in einem Punkte. 
wie (1.2.3). (2.3. 4),. (9. 4. 1),, (4.1. 2), im Minimumpunkte von a,. a;. a,. a,. 

’ k(k—A)(k—2)(k — 9) 

und solcher Punkte giebt es —— a, Durch jeden derselben 
gehen k—4 Axen dritter Ordnung. wie durch den genannten die Axen 
(1,2, 3,4), (1,2, 3,4). --- 1,.2,3,4);5 usw de k—-1 Axen 
k—3'" Ordnung schneiden sich in einem Punkte: die Anzahl dieser Punkte ist 
k(ik—1)(k is, 





— k, und durch jeden derselben geht noch eine Axe k— 2 


ey 
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Ordnung. Endlich die k Axen k— 2" Ordnung schneiden sich in einem Punkte. 
dem Minimumpunkte O0 der gegebenen k Geraden. Da die Summe der Binomial- 
coeflieienten der 4" Potenz 2” ist, so erhält man. wenn man die gegebenen 


k(k—1) ie 
 (reraden und ihre I Durchsehnittspunkte hinzunimmt, ein System von 
(2 — k--1) Geraden mit 2° —k—1 Punkten, in deren jedem sich # Gerade 


schneiden. 

5. Sind zwei der gegebenen Geraden, «a, und a,, parallel. so ver- 
mindert sich die Anzahl der Axen. und insbesondere fallen die Minimumaxen 
»— 2" Ordnung der beiden parallelen Geraden zusammen. Die k—2 Axen 
erster Ordnung (1,2);,. (1.2), -.. (1.2), fallen in eine mit «a, parallele 
Gerade in gleichem senkrechten Abstande von «a, und a, zusammen. und 
Axen erster Ordnung mil einer der gegebenen Geraden. indem 

1. m), = (2, m), = a, ist. Allgemein 
‚E ist dann (1,3,4,...),= (2,3,4,...), 


(3,4,...2 = (34,...). Z. B. für das 
Paralleltrapez ABCD hat man (1.2), 
\ 1.2), = MN, wo M und N die Mitten 
„——& Le. 22 E, von AB und ED sind. Ferner ist 
T>er\ 3,4,1, = (2,3,4), =(3, 4), 
WW M_ - (3, 4), = E0,0,. 
| Die übrigen nach dem oben aul- 
i er, gestellten Schema zu bestimmenden 


je zwei 


Punkte sind: 
(4,1,2=H, (1,2,4=N, (2,4,1=J, so das (4,1,2),= HNJ; 


1.2,3=M, (2,3),;1=L, (3,1)2=K, sodas (1,2,3),= KML. 
$. 5. 


Auf ganz analoge Weise ist die Construction des Punktes O0 bei ge- 
vebenen Ebenen im Raume auszuführen. 

I. Sind vier Ebenen, fi, fi» fs, fı gegeben. welche eine dreiseitige 
Pyramide A,A, A, A, bilden. deren Seitenflächen zugleich mit fi» ß. fi- f: 
bezeichnet werden sollen. so dass f, dem Punkte A, etc. gegenüberliegt, so 
muss in Bezug auf jede durch O gelegte Gerade, mithin wenigstens in Bezug 
auf drei derselben die Bedingung 

r,C08S«@, +1,C08S% +7, 008, + r,cosa, = VÖ 
erfüllt sein. 
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Um zunächst den Minimumpunkt 0, der Ebene f, d.h. den Punkt zu 
Inden. welcher in Bezug auf jede Gerade der Ebene f, der Bedingune 
r, 608, +7, 608%, +73 C08 a, —( genügt, bestimme man den Punkt M, auf A, A,. für 
welehen, in Bezug auf A,A;. r, cosa,+r,cosa,—0, oder r, cosa, =r, cos (180 —a; 
ist. Dies ist leicht durch die Bemerkung. dass die Pyramiden M,A,4A,A, und 
und M,A,A,A; 


die semeinschaftliche Grundfläche M,A,A, haben. ihr Ver- 
hältniss also gleich dem ihrer Höhen oder gleich dem der Abschnitte M, A, 


und M,A, ist. Man hat demnach 
B 2 E”, Pr 
PO RER TR RR u " u 
folelich | 
n.:n = fı:ß» 
#A:MA=Sfi:fi 
Es ist also die Pyramidenkante A,A, in zwei Abschnitte zu theilen. 
die sich wie die Quadrate der ansltossenden Pyramidenflächen verhalten. und 
es sind dann die Abstände des Theilpunktes M, von den Seitenflächen den- 
selben proportional. 
Nun ist aber für jeden Punkt der Geraden A,M, in Bezug auf A,A. 
r,C0Sa,+r,cose, — U. 
daher auch. wesen &, = MO", 
r,cC0S0, +7, C08%,+-r,C0St, = V. 
Theilt man daher in gleicher Weise A,A, in M, so, dass M,A,:M, A, = fi :f;. 
und A4,A, in M, so. dass M,A,:M,A, = fi :f,. so ergiebt sich O, als der 
semeinschaftliche Durchschnittspunkt der drei Geraden A,M,. A,M,. A,M,. 
und es eilt für denselben 
n:n:ınz = fh:fa:I5- 
Ferner ist 0, der Scheitel dreier Dreiecke. deren Verhältniss ist 
40,A::40,A,:A,0,A; = fi :fs 7 
indem z. B. 
0,4:4,:90, 4A; = MA, :MA=f:fi- 
Da nun aber für A, nen =nr=0, also r,cosa, +r,C08%+r,C0sa, = ist. 
so ist nach $. 3, 3. für jeden Punkt der Geraden A,O, in Bezug auf jede 
Gerade der Ebene f} 
r,C05,+-r,008%, +r3C08a, —= Ö, 


folglich auch, wegen o, = W, 


r,C08Sa, +73 C08S0, +7, C08S d;+r,C0S «a, 0: 
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daher ist A,O, die zu f, gehörige Minimumaxe der Pvramide und wird als 
Axe erster Ordnung durch (1.2.3), bezeichnet. 

Theilt man in gleicher Weise die übrigen drei Kanten der Pyramide. 
so erhält man auf fi. fi, £ die Punkte O,. 0,. O,. und O selbst als den 
semeinschaftlichen Durchschnittspunkt der vier Axen A,0,. A0;. A,0;,. A,O;. 
Der Minimumpunkt einer dreiseitigen Pyramide bestimmt sich also als der gemein- 
schaftliche Durchschnittspunkt von vier Geraden, jede von einer Ecke nach dem 
Minimumpunkte der eegenüberliegenden Seitenfläche gehend. Seine Abstände 
von den Seitenflächen sind diesen proportional. indem z. B. für jeden Punkt 
von 4,0, rn: =fı:f: Pf, für jeden Punkt von A,0,, rn: =fı: a: fa 
mithin für den Durchsehnittspunkt beider rin ini =fi'fh:f: fi ist. 

2. Dieses Verfahren zur ÜConstruelion des Punktes O0 lässt sich in 
vleicher Weise auf beliebig viele Ebenen ausdehnen. wie in der Ebene auf 
beliebig viele Gerade. Der Minimumpunkt von # Ebenen bestimmt sich als 
der gemeinschaftliche Durchsehnittspunkt von % Axen. deren jede die zuge- 
hörige Ebene im Minimumpunkte derselben schneidet. Es wird, nach dem 
Vorhergehenden, das folgende Schema für fünf Ebenen ohne Weiteres ver- 


ständlich sein. 


1,2,3)54 (2,3,4,5 (3,4,5),1 (4,5,1)2 (6,1,2)3 
2,3,4);1 (3,4,5)2 (45,13 (5,1,2);4 (1,2,3)5 
3,4,1;2 (45,253 (5,1,3%54 (1,2,4,5 (2,3,5)j1 
4.1.2533 (5,2.3)4 (1.3.45 (.45),1 (65.1)2 
1,2,3,45 (43,45) (3,4,5,1) (4,5,1,2), . (5,1,2,3), 





( | . 2. 9 4. > ) 


Jede Axe zweiter Ordnung wird demnach durch vier Punkte bestimmt. 
die nach $. 93. 9. auf einer Geraden liegen. 

Wir übergehen die Betrachtungen, die sich über die Anzahl der Axen 
und ihrer Durchschniltspunkte anknüpfen lassen. 

3. Wenn zwei der Ebenen. f, und f;. parallel sind. so vermindert 
sich die Anzahl der Axen, und insbesondere fallen die Minimumaxen von fı 
und /, mit zwei Axen nächst niederer Ordnung zusammen, indem allgemein 
(2,3,.4,...)ı= (1, 34, ...%» = (3,4,...)ı = (3,4, ...) ist. Ist von vier Ebenen 
fi ;f&. und schneiden sich f, und f, in der Geraden A,A,;, wo A, in fı und 
A, in f liegt, so ist (2,3, 4), = (3.4.1), = (3,4), = Aı As; ferner ist (1.2, 3), 
die Durehsehnittsgerade von f; mit der zu f, und f parallelen Ebene. welche 
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den Abstand beider halbirt; (4, 1.2), ist die Durchschnittsgerade von f, mit 
derselben Ebene. und © ist die Mitte von A,4A,. 

Wenden wir dies auf eine abgestumpfte dreiseitige Pvramide an mil 
den parallelen Ebenen A4,A,A; = f& und B,Bb,B, — f,. während A4,A.B,B, mil 
f u. Ss. w. bezeichnet wird, so ist (2,3,4,5), = (3,4.5, 1), = (3.4.5), 
= (8,4,5), = A,0,0,. Sei femer (2,4,5),= A,0,, (4.5.1), = B,0,. wo 
B,0; |\ A;0; ist. und (5, 1,2);4 = (1, 2, 4),5 = M,, d. i. die Mitte von A,B,. 
so hat man (4.5. 1,2), bestimmt durch die drei Punkte A,0;f,. M,. B,O;f.. 
Bei analoger Bezeichnung wird ferner (5.1.2.3), durch die Punkte A,O,f.. 
M,, B,0/f;. und endlich (1.2.3.4), durch die drei Punkte 4,.0;f. M.. 
B,0,; f bestimmt. 


$. 6. 

I. Setzt man in der $.2, 1. gefundenen Gleichung für die Quadral- 
summe der senkrechten Abstände Ir” aus einem beliebigen Punkte 0’ die 
Zunahme Ir" — Er’—c, so hat man 
ce = fBcos’rt. 

Daher wächst diese Zunahme auf einer durch O gelegten Geraden proportional 
dem Quadrate des Abstandes vom Minimumpunkte. 

Um den Ort der Punkte 0’ constanter Quadralsumme der Abstände 
zu finden, lege man bei gegebenen Geraden in ihrer Ebene durch O eine 
beliebige Nulllinie, mit welcher # den Winkel y, und r den Winkel « bildet. 
Alsdann ist r?=«@—g, und man hat daher. wenn ec’ constant sein soll, zwischen 


t und g die Relation 


ri 





P= —_ 


cos’ P>ecos’@ + sin’pLsin’@-+2sinpcosg Lsinacosa 
Die Punkte constanter Quadratsumme der Abstände von gegebenen Geraden 
liegen daher auf einer Ellipse, deren Mittelpunkt der Minimumpunkt ist. 
Nimmt man als Nulllinie eine der beiden Axen der Ellipse. so muss 
für jede derselben Fsin2« = 0 sein. und das Verschwinden dieser Summe 
wird durch eine Drehung der bisherigen Nulllinie um einen Winkel « erreicht. 


der durch die Gleichung 


y' P.. 9 
ii SIN-QG 
tang2u = <——- 
2 >cos?a 


bestimmt ist. Werden daher die Winkel « gegen die Axe 2a der Ellipse 


serechnet. so ist 


usa un nn RETTET! 03 





BEINE ET a 
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C” 


un 





cos’ y&cos’a + sin’ pLsin’« 
Die Quadrate der Halbaxen @« und b haben die Grössen 
e C 


a —— mn h’ ee 


, a Br —.- . 98 0. 
Lcos’a &sin’« 


woraus lolei. wenn 4% die Anzahl der Geraden ist, 


Von der Schaar eoncentrischer und ähnlicher Ellipsen, die daher zu 
verschiedenen Werthen von ce’ gehören, berührt je eine eine Gerade a, in 
dem Minimumpunkte 0, dieser Geraden; denn zu jedem anderen Punkte von 
a, gehört eine Ellipse von grösseren Axen und daher ein erösseres ce‘. Daraus 
jolgt aber, dass O0, der zu a, (d. i. zu dem mit «a, parallelen Durchmesser) 
eonjugirte Durchmesser der Ellipse ist. Mithin ist jede der % Minimumaxen 
von 4 gegebenen Geraden der zur zugehörigen Geraden conjugirte Durch- 
messer der Ellipsen eonstanter Quadratsumme der Abstände. 

Die Ellipsen gehen in Kreise über, wenn Fcos’« = Fsin’«e ist. also 
in Bezug auf jede Gerade der Ebene Fcos’« denselben Werth hat”). Als- 
dann stehen die Axen k—2"" Ordnung auf ihren Geraden senkrecht, fallen 
also mit den Abständen r zusammen. 

2. Ist 0 der Minimumpunkt einer Ebene in Bezug auf andere Ebenen, 
sind .r und y zwei in dieser Ebene durch 0 gelegte rechtwinklige Axen, und 
bezeichnet man die Winkel rx, ry, tx mit @, P, g, so ist 

cosrt = COSP.COSa+SINY .COS). 


e 
/ u 


cos’pLDcos’a + sin’pFcos’?-+2singeosgFcosacosh 
Within liegen die Punkte einer Ebene, für welche die Quadratsumme der Ab- 
stände von gegebenen Ebenen constant ist, auf einer Ellipse. deren Mittelpunkt 
der Minimumpunkt dieser Ebene ist. Nimmt man als Coordinatenaxen die Axen 
der Ellipse. so muss in Bezug auf dieselben Fcosecosß = 0 sein, daher 


? E ber 


cos’ pPFcos’a + sin’ g&sin’a 





Jede Durchschnittsgerade der Ebene mit den übrigen Ebenen wird von einer der, 
verschiedenen Werthen von ec’ entsprechenden, concentrischen und ähnlichen 


S. 8.14, 1. und 3. 
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Kllipsen in dem Punkte dieser Geraden berührt, für welchen die Quadrat- 
summe der Abstände von den gegebenen Ebenen ein Minimum ist. Die Ellipsen 
sehen in Kreise über, wenn Fcos’« = Icos’? und daher Zceos« in Bezug 
auf jede Gerade der Ebene constant ist. 

3. Ist 0 der Minimumpunkt von % Ebenen. und sind @. 3. y die 
Winkel. die r mit drei beliebig durch O gelegten rechtwinkligen Axen bildet. 


“- 


die Winkel von / mit denselben Axen. so fole! 


- 


9 /B > 
cosrt = 0080 .C08SS + C08/.C08N7-+ C08Y.cosI 


Setzt man diesen Werth in 


f i 
Scos’ri 





ein. so erhält man für Icos’rt den Ausdruck 
CO EFCHOSa+cosnNZFcos + COS II Cc0o8Y+ 2cosscosn Fecose cos 


+2cos7 c0sTF cos) 608y + 2coslcosst cosy cose 
Hieraus folgt. dass die Punkte constanter Quadratsumme der Abstände aul 
einem Ellipsoid liegen, dessen Mittelpunkt der Minimumpunkt ist. 
Nimmt man die Axen dieses Ellipsoids als Coordinalenaxen an. so muss in 
Bezug auf dieselben Zcosa cos = FcosP cosy = Fcosycose—0 sein, folglich 


c 


cos’£Icos’« +. cos’ nNcos P—+ cos IF cos’; 








Sind f. g. h die Halbaxen des Ellipsoids, so ist 


> > ) ce” / ) vr 
ae a ME - ’ 
/ ZLcos’a I cos’ =.c0s’y 
1 1, h 
5 h’ Be, 


Verschiedenen Werthen von ec’ entsprechen concentrische. ähnliche Ellipsoide. 
welche die gegebenen Ebenen in den oben erwähnten Ellipsen constanter 
Quadratsumme schneiden; jede Ebene wird von einem der Ellipsoide im 
Mittelpunkte dieser Ellipsen. der zugleich der Minimumpunkt dieser Ebene in 
Bezug auf die übrigen Ebenen ist. berührt. Jede Minimumaxe 00, ($. 5) 
ist daher der zur zugehörigen Ebene f,, (d. i. zur parallelen Diametralebene) 
conjugirte Durchmesser der Ellipsoide. 
Die Ellipsoide gehen in Kugelflächen über, wenn 


Zcosa = Zco?ß= Zcos’y, 


also Zcos’« in Bezug auf jede beliebige Gerade constant ist. 
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I. Aus der Grundgleichung 
Zr’ — Zr = "Zoos 
lässt sich noch eine bemerkenswerihe Folgerung ziehen. Wegen r—r'=tcosrt 


kann man nämlich dafür schreiben 


x ı? <<” > B </ = [ .y' \2 


zr — ur - — (1 


- u) 
n”, 


ed ar. 


Es ist also die Summe der Producte der Abstände eines beliebigen Punktes 
mil den zugehörigen des Minimumpunktes constant, nämlich gleich der Minimal- 
summe der Quadrate der Abstände. Sind z. B. die gegebenen Geraden einem 
Kreise oder die Ebenen einer Kugel vom Halbmesser o umschrieben. so folgt 


u 2 u * 
> = ir. 


Pe 
Oder zehen die Geraden oder Ebenen mit Ausnahme der ersten durch einen 
und denselben Punkt im Abstande k von dieser, so folet 


ar = Eh. 


welche Relation z. B. auf jede Pyramide anwendbar ist. 


I 


Im Folgenden sollen die Abstände r des Minimumpunktes 0 von den 
regebenen Greraden oder Ebenen durch die Bestimmungsstücke derselben aus- 
gedrückt werden. 

In Bezug auf drei Gerade, welche auf einander die ihren Durchschnitis- 
punkten A,. A,. A, geeenüberliegenden Abschnitte a,. @,. a, bilden. haben 
wir $. 4. I. gesehen. dass die Abstände des Minimumpunktes den zuge- 
hörigen Dreiecksseiten proportional sind. also 

nın:n 4, :%:0;. 


Nimmi man zu diesen Proporlionen noch die Gleichung 
an tan +ar;=2f= ah = ah, = a;h;. 


worin #,. Är. h, die Höhen des Dreiecks und f seine Fläche bezeichnet. so 














folet 
a‘ a 
1 Dy% N 
iin h, SE: 72.07 207° 2/ Per er 
a?-+a;+-.a? a?+-a?-+.a}? 
hy 
- 2 2 La? La? j 2 E 9 
a? +a;-+.a? a? -+a;+.a} 
2 
ad a 
3 ‘ 3 
a 














” EEE FILE ‚# ”« 


Wetzig, Potenzsumme der Abstände von Punkten, Geraden, Ebenen. 361 


woraus sich als Minimalsumme ergiebt: 


r-rRtr 4f j 
ua aa? a? 
ı 2 8 3 


Zieht man Gerade von O nach A,. A,. A,. so erhält man drei Dreiecke. die 
sich wie die Quadrate der Dreiecksseiten verhalten. auf denen sie stehen. 


> 7) 


A,0A,: 0A, : A,0A, nie 


indem z.B. A,AOA: : A, 0A, = a;r;, : aır, = az: a). 
Das Gleichungssystem, durch welches die r bestimmt sind. kann man 


auch in foleender Gestalt schreiben: 


-4A; Tr, "e (d,T; 0, 
— A,r, + pr; 0. 
ar Fon +1; = Af, 


so dass der gemeinschaftliche Nenner der r durch die syınmetrische Deter- 


minante dargestellt wird: 


|— a, 0 a | 

| 

| | 

0 —a @)| a,.R, 
| 


wo R=a-+ta;-+a). 

Als specieller Fall ist das rechtwinklige Dreieck erwähnenswerth. Sei 
A, ein rechter Winkel. so ist. wegen 0, A,:0, A; =a;:a, A,0, die zur 
Hypotenuse gehörige Höhe A und folglich r, = }h: so dass O die Mitte dieser 
Höhe ist. Die Ellipsen constanter Quadratsumme haben die eine Axe a parallel 
zur Hypotenuse A,A,. weil A,O, senkrecht zu A, A, und zu A,A, eonjugir! 


ist. Das Quadrat des Axenverhällnisses ist 


"  Scoa _ sin’d,+ sin’, Rh 
a” Ssiın’a 4 cos’ A, cos’ A, = 


also für alle rechiwinkligen Dreiecke constant. Die Minimalsumme der Quadrate 
der Abstände ist n+n+r3=005+04A} = Ih, also gleich dem halben Qua- 
drate der Höhe. Die Zunahme ce’ der Quadratsumme der Abstände von O0 bis 
zu den Punkten der Ellipse mit den Halbaxen a und 5b wird bestimmt durch 
EN 3 
 'p c* ? 


woraus wegen a = 2b’ folgt e =a’; diese Zunahme ist also gleich dem 


Quadrate der grossen Halbaxe. 
Journal für Mathematik Bd. LXI. Heft 4 16 
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$. 8. 

I. Wenn vier Gerade gegeben sind. so können die Abstände r im 

\llgemeinen auf sechs verschiedene Weisen ausgedrückt werden. nämlich 

jedesmal durch die Seiten und Flächen der beiden Dreiecke. die in jedem 

der sechs Durchschnittspunkte an einander stossen. Um nicht zu weitläufig 

zu werden, übergehen wir jetzt die aus diesen verschiedenen Ausdrucksweisen 
hervorgehenden Identitäten. 

Sei in beistehender Figur AB = e, AU = b. 
BC=a, AB=c, ACU’=b, BC=a, und seien 
"ı- #5» 73. r, der Reihe nach die Abstände des 
Punktes O von BC, CA, BC’, AB. Da nun die 
ag Bedingungsgleichung Ircose—=V gleichbedeutend 
ur, | mit Irsine=0 ist und nur in Bezug auf zwei 
En ‚ Gerade der Ebene erfüllt zu sein braucht. um für 
B %, € . alle zu gelten. so wird ihr durch die beiden 

Gleichungen 
r,sinC’ +r,sn A—r, sin = (0. 
r,sin D’-+-r,sin A—r,sinB = 0 
Genüge geleistet, die man erhält, indem man einmal r, dann r, als Nulllinie 
nimmt. Dividirt man beide Gleichungen mit sin A und setzt statt der Sinus 
die ihnen proporlionalen Dreiecksseiten, so folgt 
lacn-taar,—car =, 
'abr, taan—bar, = d. 
Dazu kommen. wenn ABC =f und AAB’C' = f' gesetzt wird. noch die 
(rleichungen 
an +bnr,+er, = ?2f, 
— an +br+cr, = 2f. 


Man hat demnach zur Bestimmung der r folgendes Gleichungssystem aul- 


zulösen: 
’ ! ’ 
dar, — car, tacrz =U\. 
+aadn —bar, +ab'r, 0. 
-en—br, —arı — — A, 
| ! 
Her, +b'r; -an = A. 


Der gemeinschaftliche Nenner der r wird daher durch folgende symmetrische 
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Determinante dareoestellt: 








aa 0 Ce Le’ 
( aa Be} bh’ 
! Ad \ r 
aa|_e en Mi aa. 
( 
N a’ 
e h' () 
Ad 


wo sich für AR der Werth ergiebt: 


2. R = aa’ -+a(b"+c”)+a” (+) +(be—b'e 


i 


Durch Auflösung des obigen Gleichungssystems erhält man ferner: 
h.r, a [2fla” +b"-+c")—2f'(bb'+cc')]. 
\R.r, a [2f(bV’ + cc) —2f (a +b’+c)]. 
R.r, = 2fib(a”+c”)—bec]+2f'[b’(a’+ ce), —be'e]. 
R.r, = 2fje(a” +b")—bb'e' ]+2f' | (a’+b°’)—b’be). 
Setzt man für 2/ und 2/’ die Werthe 2f = besin A und 2f' = b’e'sin A. so 


sehen diese Gleichungen in folgende über: 


R.r, asn A[la” be +b"b(e—c)+c”e(b-b)]. 
\R.r, asin Al— ab C+b’b'(ce— e)+cce(b—-b')]. 

u. R.r, sin Al a b"e’+a"b’c+ ce (b—-b')(be —b'e)]. 
R.r, : sin Aja’ b’ ce" +a "be +bb'(e—e') (eb — c'b)]. 


2. Wir ziehen zunächst den Fall in nähere Betrachtung. dass die 
Abstände r den zugehörigen Vierecksseiten proportional sind. Dies ist auf 
zweierlei Weise möglich. 

I.) Die r sind den Seiten des Vierecks BCC’B’ proportional. also 

ninın: nk =: 0: CH: BB= a: VW: :c—l. 
Es braucht nur eine von diesen Proporlionen, etwa r,:r,=a:a, erfüllt zu 
sein. so ergeben sich die übrigen aus den Gleichungen (1.) von selbst. wie 
auch daraus folgt. dass dann das Viereck. dessen Seiten der Reihe nach mit 
Yi. 73» 75. 7, gleich und gleich gerichtet sind. mit dem gegebenen ähnlich 
ist (vergl. die Schlussbemerkung $. 2, 3.). Die Bedingung r,:,=a:« 
liefert aber aus den beiden ersten Gleichungen unter (4.) die Bedingungs- 


eleichung 


abc +a”be = (b—-b')(e— e')(bb'+ce'). 
46 * 
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Nimmt man die allgemeine Relation 


ab'd—a"be = b’c(b’+e)— be(b"’-+c”) 


J 


) 


- be” — 2b’c’cos A 


hinzu. welche sich aus @ = b’+e’—2becos A und a 
dureh Elimination von cos A ergiebt, so kann man, indem man diese Gleichungen 
addirt und subtrahirt. @ und a” durch vier Bestandtheile des Vierecks. nämlich 
b, b, e, ec’, also die zwischen «a, und a, liegenden Abschnitte der Geraden 
a, und a, durch die von ihrem Durchschnittspunkte aus gerechneten Abschnitte 
der Geraden @, und a, ausdrücken. Man erhält nämlich 

2a b’e = (bb’+cc')(be+b’e)—2be(b"+c"), 

2a” be = (bb'-+ce')(be+b’e )—2b’c(b’+.C}). 

Jede dieser Gleichungen drückt also die Bedingung der verlangten 
Proportionalität aus. Wären die Abstände r durch die Seiten und Flächen 
der beiden in 4 zusammenstossenden Dreiecke ausgedrückt worden. so hätte 
man durch völlige analoge, mil den obigen identische Gleichungen die Ab- 
schnitte BB’ und CC’ der Geraden a, und a, durch die Abschnitte A’B, A’B' 
NC, A'C' der Geraden a, und a, ausgedrückt erhalten. Bezeichnet f die 
Fläche des Vierecks BCU'B', und wird die Quadratsumme seiner Seiten. 
BO’ --C0"+C'B”+BB’=R gesetzt. so sind die Abstände r bestimmt durch 

R.r,=2f.BC, R.n.=?2f.CC, R.r,=2%f.C'B, R.r,=2%f.B'B; 
die Minimalsumme beträgt 
nr t+rn+r;+r, = ne 
2.) Die r sind proportional den Seiten des Vierecks BA'’C’A, also 

rin SE: FE EA: 

Die dazu nöthige Bedingungsgleichung. die wir der Kürze wegen übergehen, 
drückt auf eanz analoge Weise entweder die Abschnitte BA’ und C’A der 
(reraden a, und a, durch die Abschnitte B’A, BB, B'C', BA der Geraden 
a, und a,. oder die Abschnitte AB und A’C' der Geraden a, und a, durch 
die Abschnitte CA’, CB, CC’, CA der Geraden a, und a, aus. 

Zu beiden Aechnlichkeitsfällen wird uns das Sehnenviereck einfache 


Beispiele liefern. 


$. 9. 
I. Ist BCC’B' ein Sehnenviereck. dessen Perimeter sich nicht selbst 
schneidet, so lassen sich. um die Abstände r durch seine Fläche BOC'’B' —=f 


und seine Seiten BÜ=a,. CC’ =a, C’'B =a,, BB=a, darzustellen. aus 


t 
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der Aehnlichkeit der Dreiecke AC’B und AB'C Werthe von b. b’. e. e'. aus- 


sedrückt durch a,. @,. a,, a,. herleiten. nämlich 


, aa, + aa a,aa, + a,d 
b=a,-—2——, =. 1 
a, —G, a, —a; 
a,a.- a,a aa, -a,a 
m. BE. Er. j 2 
b 4, Ba. Zar u ce a; —— ? 
da, —&8, ad, d, 
Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (2.) und (4.) des $.S ein. so 
n . u, a° 
erhält man, mit Weelassung des Factlors ——— — . 
° (a) — a,) 
R = (Ü-a) + -a,) +2(1m-+a;a,) +2 (aa, -+ a,a, 


Berücksichtig! man ferner, dass 
' | (aa+a.a)laataa) . 
2f = sin A(be—b’e) = ——— 2231 2702 sin A, 
a? — a? 


so erhält man r,. r,. »;,. r, bestimmt durch die Gleichuneen: 


R.r, = 2fla (a +9 —-a;+a;)+ 2a,a,a,]. 
R.r, = 2fila(®+a,—a,+ a) + 2a,a,a,). 
R.r, 2fla; (3 +a,—a+@)-+Ra,a,a;]. 
R.r, = 2fla, (+ —-@-+a;)+ 2a,a;,a;]. 


Das Sehnenviereck liefert ein Paar einfache Beispiele zu der im vorigen Para- 
sraphen erwähnten Proporlionalität der Abstände r mit den zugehörigen Seiten. 
1.) Wennin einem Sehnenviereck die Producte der gegenüberliegenden 

Seiten einander gleich sind, so ist der Minimumpunkt der Durchschnitt der 
Diagonalen,. und seine Abstände sind den zugehörigen Seiten proportional. 
Denn sind p,. Ps» P5, Pı die Abstände des Diagonalendurchschnittes von den 
Seiten eines beliebigen Sehnenviereckes, so folgt aus der Aehnlichkeit je 
zweier gegenüberliegender Dreiecke 

P:Ppı =%:0, Pı:P = :Q;, 
und ferner isl 

P:pR=%:%, P:mM=M:G. 
weil diese Verhältnisse die Sinusverhältnisse gleicher Peripheriewinkel sind. 
Soll aber 

P:PR = a: und 5: = a,:a,. 


folglich 


9:95:95: = :8:%:0, 
sein, so wird die Bedingung a,a, = a;a, erfordert. Aus dieser Proporlion selbst 
aber folgt, dass der Diagonalendurchschnitt Minimumpunkt ist (s. $.2. 3.). 
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Um ein solches Sehnenviereck zu construiren. nehme man im Kreise 
IPC beliebig. verlängere PC rückwärts um BE=BÜC und mache ZCEBD=ZBAE, 
so ist D der gesuchte vierte Punkt, wie sogleich aus den ähnlichen Dreiecken 
ADC und ABE folet. 

Die Werthe der r lassen sich sehr einlach bestimmen: z. B. aus 
ar + ma, sina,a, Folgt 


a? a,sind,d, 
r, a 


u. ©. WW. 


N | 


a, -+a, 

2.) In einem Viereck mit zwei gegenüberstehenden rechten Winkeln 
lieg! der Minimumpunkt in der Mitte der Diagonale. welche die rechten Winkel 
'heilt. und seine Entfernungen sind den Seiten des Vierecks mil einspringen- 
dem Winkel proportional. Denn sind B’ und C die rechten Winkel. O die 


Mitte von BC. so is! 


=4e,mB, n=4emB, n=4iasinl, n=3aind", 
a, = BAcosB, a,=BA'cosB, a, = AC’cos(C', a, = Al’cosC", 
wobei unter €’ der spitze Winkel verstanden wird.  Berücksichtigt man. 


dass sinD — sind’ und cosB = eos" ist. so folet aus diesen Gleichungen 


n.:n:n:ı1nn = BA:AC:C’A: AB. 
Die » sind also den Seiten des Viereeks BAC’A proportional und folglich 
ist 9 der Minimumpunkt ($. 2. 3.). Die Minimalsumme beträgt in diesem Falle 


2) ) > > 


n+rR+rn+r = 4sinB(a+a+a;+.a;) = %sin’B. BC". 
2. Wenn der Perimeter des Sehnenvierecks sich selbst schneidet. so 
erhält man für die Abstände r ganz analoge. nur durch Vorzeichen verschiedene 
Formeln. Es mögen also die Punkte A’, C, A. B’ auf einem Kreise liegen. 
und werde, damit man die Seiten und zugehörigen r der Reihe nach zählt. 
IC a.0A=a. AB =a,. BA —a, geseizt. Alsdann ergeben sich aus 


der Aelmlichkeit der Dreiecke CC’A' und B’C’A, BCA und BB’A' folgende 
Werthe: 


1,0, — 4,4, 





’ 
D (ı. Ü - d;. d dl; - 2 > - 
d, d, 
0,0, — 0,4, a,0,—q4,a a,0, — aa, 
ben, tt. t=m—, ad=a,—-—4;—2 
a? — a? a,—q;, u ihn: 


Seizi man diese Werthe in die Gleichungen (4.) des vorigen Paragraphen 


ein. und berücksichtigt man, dass 2/= sin A (a,a, — @a;a,). wo f die Fläche A'’CABP’ 
b a . az a? (a,a, — aa, )’ 
bezeichnet, so erhält man mit Weglassung des Faclors 2 


a ’ 


2 ‚3\2/,2 
(a3 — a) (a—a! 
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R = (üÜ-a)+(@—a;)” +2 (a —a,a,)” +2 (aa, — a,a,)“. 
Rr, : ala +m—a;+a,)— 2a,a,a,]. 
Rr, 2 - (a +; —a,+a)-+2aza,a, ]. 
Rr, = 2fl-a(; +4, —a+a;)-+2a,a,a;]. 


> 


Rr, Tag + —-@+a;)— 2a, aza,]. 

Der besondere Fall. dass die Winkel bei BP’ und bei € reehte sind. 
also AA’ ein Kreisdurehmesser. fällt mit dem vorhin erwähnten eines Vier- 
ecks mit zwei gegenüberstehenden rechten Winkeln zusammen: 0 ist die Mitte 


von BC. Die Ausdrücke dureh die Seiten des Vierecks ACAB' sind: 


rn =4asnA, n=4asinAl, 3 =4a5inA, r, = ta,sinA, 
HIBiRnTR S Leute, 
n+rnr+rs+n=4sn Alta +a-+a,) = 4A’ A”sin’d. 


3. Wenn BCC'b’ ein Paralleltrapez mit den parallelen Seiten Bft 
und B’C’ ist, und die Abstände r durch a, b, e und die Höhen AH=h und 


AH'— h ausgedrückt werden sollen. so hat man in die Gleichungen (2. 


. b C da hi ' ö 
und (4.) des vorigen Paragraphen Pr = x ;„r einzusetzen und erhält 
bi , ( ! 
dadurch. mit Weglassung des Faclors «”, 
Rh a+2(b’-+c). 
Rr, ha +b’+c) —h'(b’+ ec 


Rr, = h(b’+e)—h(a+b’+e). 
Rr,;, = ab(h+N). 
ö Rr, = ac(h+H). 
Hieraus folet r,:r, =b:e: O liegt also auf der durch A vehenden Axe des 
Dreiecks BAC, wie wir schon ($. 4, 5.) gesehen haben. 


Führt man dagegen die Seiten des Paralleltrapezes, BU a,,. (U a. 


CB'=a,. BB=a, und seine Höhe h-h=k=h J - “3 ein. so erhält man 
l 
R = ?Ra+a)+(a—a;)". 
R.r, = kla+a,+a—au;]. 
R.r, = kla+a, +1 — aa; |. 


R . No — ka; (a, => d;) . 


R.r, = ka,(a,+4;) 


Beim Paralleltrapez kann der erste der im vorigen Paragraphen erwähnten 








368 Wetzig, Potenzsumme der Abstände von Punkten, Geraden, Ebenen. 





Aehnlichkeitsfälle eintreten. Wenn nämlich das doppelte Rechteck der 
parallelen Seiten gleich der Quadratsumme der nicht parallelen ist, so sind die 
Abstände r den zugehörigen Seiten proportional, und ihre Quadratsumme ist 


sleich dem Quadrate der Trapezhöhe. Denn die Bedingung 


a+a, = Ra,a, 
ereiebt die Werthe 
a a, At, a 
r, [7 __ N r, k; r . N; — k 3 j . T; _- k; : . 
a —a, aa, a4, a ta, 
folelich 
irn ati ie, 
n+n+n+n = #. 
$. 10. 


Auf dieselbe Weise, wie bei vier Geraden. gelangt man bei beliebig 
vielen (reraden in der Ebene dazu, die Abstände r des Minimumpunktes durch 
die Seiten und Flächen der in einem der Durchschnittspunkte der Geraden 
zusammensltossenden Dreiecke auszudrücken; der gemeinschaflliche Nenner 
der r ist eine symmetrische Determinante, deren Grad gleich der Anzahl der 
(seraden ist. Es werde dies noch an fünf Geraden gezeigt. 

Auf zwei der gegebenen Geraden. die sich im 

4 Punkte A schneiden. werden von den drei übrigen die 
Abschnitte gebildet: AB=e, AC=b, AB = ed’, AC'—b', 

AB"—=e", AC"—=b", während jene auf diesen dreien 


R die Abschnitte BÜ=a, BC'=a, B’C" = a" bilden. 
l C Ferner seien r,. "5. 73. 74. r, der Reihe nach die 
| 7 j Abstände von a, a’, a”, b, e. 
B Indem man in der Gleichung Irsine —=0 ein- 
\c’ mal »,. dann r, als Nulllinie nimmt. erhält man 
RB” NN ge’ r,sinÜ + r,sin A—r, sinC — r,sinC" — 0. 
NS r,sinB-+r,sin A—r,snB"— r,snB — 0. 


Setzt man nach Division mit sind statt der Sinus die ihnen proportionalen 
Seiten. so folgi 
nn IR | Eu >; ın 
rnaac-—-naaec—raac +r,saaa = UV, 
naa'b—r,aa'b' —r,aa'b"+r,ada' — 0. 


Dazu kommen noch drei Gleichungen. welche die Flächen ABC =f. AB'C'—=f". 
































N ee IE SE, 
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nm! ’ . ‘ r . . 
AB’C" = f" ausdrücken. so dass man zur Bestimmung der r folgende Glei- 
chungen hat: 


ar, br, -Cc Tr, af. 
dr; +b' r, +cr,; : af, 
7 ‘ 
a'r, +b"r, Le'r, : 2f", 
ın . 
aabr, +aadbr, +aab'r, —adar, 0. 
9 .ı rn rm 
—aacr +aacr +aacr,; -aaa r- 0. 


Der gemeinschaftliche Nenner der r wird daher durch folgende symmetrische 


Determinanle dargestellt: 


| Fr 0 0 b € 
| 0 h' e' 
aaa” | 0 0 . b" ce" | — aaa'R. 
—b b' b" — aaa" 0 | 
e c' ce" 0 — aaa" 


wo R folgenden Werth hat: 


R = aa”a”” 


DS 


E 2; 2? 13.992 1712 92 m _2,1n 
Ha? a” (b"+c")+a”a" (+) +a"a’(b"-+c” 


+ (be — b"e)’ + a” (be — b"e)’-+ a” (be'— b'e)‘ 


$. 11. 

In Bezug auf vier Ebenen, welche eine dreiseitige Pyramide A,A,A;A, 
mit den den gleichbezeichneten Eckpunkten gegenüberliegenden Seitenflächen 
fi» f» fs. fı begrenzen. haben wir in $.5. 1. gesehen. dass ihr Minimum- 
punkt sich als der gemeinschaftliche Durchschnittspunkt von vier Geraden A,O,. 


A>0:. ... bestimmt, deren jede eine Ecke mit dem Minimumpunkte der gegen- 
überliegenden Fläche verbindet; dass ferner O,. O,. ... Scheitel von je drei 


auf den Pyramidenkanten stehenden Dreiecken sind. die sich wie die Quadrale 
der anliegenden Pyramidenflächen verhalten; endlich. dass die Abstände r den 
zugehörigen Flächen proportional sind. ririrzin = fi: fa:fa:f,: Es ist noch 
hinzuzufügen. dass 0 die gemeinschaftliche Spitze von vier Pyramiden ist. 


deren Volumina sich wie die Quadrate der gegebenen Pyramidenllächen ver- 
halten, auf denen sie stehen, z. B. 0A, A A,:0 44, A, = ir: fin = fa :fı- 
Journal für Mathematik Bd. LXII. Heft 4. 47 
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Bezeichnet man mit h,, Ar, Ah;, h, die Höhen der Pyramide, mit } ihr 
Volumen, mit R die Quadratsumme ihrer Seitenflächen, fi +f?+f} + fr. so ist 
1 = fıri + far +ßhr + fr, = fıkı vn fx h: Ki sh; u fıhı. 
folglich. da die r den zugehörigen Seitenflächen proportional sind. 

Rr,chf, Rush, Ernrahf, Bench, 
woraus sich als Minimalsumme der Quadrate der Abstände ergiebt: 


ar r 
u R 


Wenn drei Ebenen der Pyramide, fi. fs, f;. sich rechtwinklig schneiden. 


in 4, also drei rechte Kantenwinkel zusammenstlossen. so ist 0, der gemein- 





schaftliche Durchschnittspunkt der drei Höhen des Dreiecks A, A,A,. die Axe 
4,9, ist die zur Ebene f, gehörige Pyramidenhöhe %,,. der Minimumpunkt 0 
ist deren Mitte, und die Minimalsumme der Quadratabstände ist dem halben 
Quadrate dieser Höhe gleich. Denn nach $.5 ist 


[> 


. —o 


MN, A,:M,A; = A,A,A:: 4; A, A. 


rs u, u ee 
4, A, : A, A 
d 4 1» + 4+ zZ» 


» 


folglich steht A,M, in dem rechtwinkligen Dreieck A,A,A, auf der Hypotenuse 


A, senkrecht steht. so 
ist die Ebene A,M, A, zu A,A,. also auch A,M, zu A, A, senkrecht. Glei- 


A, 
1,4, senkrecht. Da ferner A,A, auf der Ebene A,A, 


2 


ches gilt von A,M, und A,M, in Bezug auf A,A, und A4,A;,. Wegen 


efitfß+f folgt r,—= Ih,. und wegen „++ = 0A, = 41h} ergiebt sich 


nın+n+r= dh). Noch ist hinzuzufügen, dass von den vier Pyramiden. 
deren Spitze O ist, die über A,A;A; gleich der Summe der übrigen drei ist. 
weil sie den Quadraten der Flächen, auf denen sie stehen, proportional sind. 
Alle diese Beziehungen sind denen beim rechtwinkligen Dreieck (s. $.7) 
vollständig analog. 

Um die Analogie des Falles von vier Ebenen mit dem einer grösseren 
Anzahl zu zeigen. werde noch bemerkt. dass man zur Bestimmung der r 
folgendes Gleichungssystem aufstellen kann: 


fr. rı -h.1n = 
fi. r: fh. =, 

hr —hb-n = V. 

fin fr +65 +fh-r = 9, 


so dass der gemeinschaftliche Nenner der r durch folgende symmetrische 
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Determinante dargestellt wird: 
f 00 fı 
0of£.0 AR 
TE 
fi f: f; —fı| 


$. 12. 

Sind beliebige Ebenen im Raume gegeben. so kann man die Abstände r 

ihres Minimumpunktes durch die Seitenflächen und Volumina der in einem der 

Durchschnittspunkte zusammenstossenden dreiseitigen Pyramiden ausdrücken. 

Wir wollen dies an fünf Ebenen zeigen: dieselben bilden das Analogon zu 
vier Greraden in der Ebene. 

Es mögen in beistehender Figur die Seiten- 

flächen wie folgt bezeichnet werden: BCD = a. 


bBUD=a, ACD=b, AUD'=b, ADB=e., 
' ' Y Y ’ 4 
ADB =ec, ABC=d, ABC’ =d; und zu den y/ 
N | | r . I / 
Ebenen 5b, e, d, a, a’ mögen der Reihe nach MAILEN, 
die Abstände r,. nr. r3. r,. r, gehören. Die Be- RB, A 
5 nl . u . ; og j (r 
dingung IZrcose=0 muss in Bezug auf wenigstens „ ’ of yAF 
drei durch O0 gelegte Gerade erfüllt sein. als VILLEN 
- i } > I 


solche nehmen wir Parallelen zu AB, AC, AD. 
In Bezug auf eine Parallele zu Ab geht, weil 
r, und r, auf AB senkrecht stehen. die Bedingung 
Zrcose —0 über in 

r,C0Sa, + r,C08S0, +r,C08a, — V. 
Man kann nun aber die Verhältnisse cos«, : cos«, und cose«.:cose, durch die 
gegebenen Seitenflächen ausdrücken: denn man hat einerseits 

OCDA:OCDB = br,:ar,. 
Schneidet die durch O gelegte Parallele zu AB die Fläche CDB in @. CDA 
in F, schneidet die Ebene OCD die Linie AB in H, so ist andererseits, weil 
jene Pyramiden die gemeinschaftliche Grundfläche OCD haben, ihr Verhältniss 
gleich dem der Höhen von A und B auf OCD, folglich gleich dem der Ab- 
schnitte HA und HB, also 
f rn, 


OCDA:OCDB = HA: HB = OF: 0G = — —— : 





cos@, cos@, 


47 * 
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Aus dieser Gleichung folgt in Verbindung mit der vorhergehenden 


cos@, b 


Cosa, da 


Wird ferner B’C’'D’ von FG in @ und OC’D' von AB in H’ geschnitten, so ist 





OC'D’A:0C'D'B' = br, :a'r, = H’A: H’B' = OF: 0@' — — Ui: 5 _ 


COS a eos ze 


folglich 


COS @, b' 





' 


cos, a 
Setzt man diese Werthe in die Bedingungsgleichung ein, so erhält man 
rad —r,ab+r,;,ab' — 0. 
Nimmt man ein zweites Mal als Nulllinie eine Parallele zu AC und ein drittes 
Mal eine solche zu AD, so folgt in gleicher Weise 
naad—r,ac+r,ac = 0, 
r,ad—r,a'd-+r,ad' — O. 
Dazu kommen noch. wenn man ABCD=r und AB'C’'D' = v' setzt. 
br, +cr, +dr, -Har, = 3, 
br, +cn.-+dr,— dr, = ev". 


Daher sind die Abstände r durch folgendes Gleichungssystem bestimmt: 


aa'r, —abr, +abr, = (0. 
! 4 ! ' 
dar, —cder, +tacr, = Q, 
adr, —adr, +adr, = 0. 
se br, Er Cr; ee. dr; u ar, — u 3v. 
. ‘ 4 
b'r, ken + d'r; —-dr, = dv. 


Der gemeinschaftliche Nenner der r wird daher durch die symmetrische De- 
terminante dargestellt: 


ad 0 0 —b b' 
0 ad 0 u ec’ 
0.0 ad -d d ai 
aa — aa°R. 
—b —ce —d — = 0 
d 
bed _ EEE...‘ 
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wo R den Werth hat: 
R = da +a (b"+c"+d”)+a”(b’+c+d)+(be— b'e)’+(ced’— d)"-+ (db — db‘ 
Die Abstände r sind durch folgende Gleichungen bestimmt: 


R.r, = 3e|b(a” + c"+d") — bed +dd')] +30’ [b (++) — b(ec' 4 dd’) 
R.r, = 3e[e(a” + b"+d”)— c’(dd’+bb')] +30’ [ec (« +b’+d’)-—-e(dd’+bb')]. 
R.r, = 3o[d(a + b"-+-c") — d'(bb'+cc')]+ 30 [d’(@-+b’+e) —d(bb'4- ec" 
R.r, = a|3e (a +b"+ e”+d”)— 3e’(bb’4+-cc'+dd')]. 

R.r, = a’ [30 (bb'4- ec’ +dd' ) 3er (@ +b’ C++’). 


Der Vergleich zeigt die Analogie dieser Formeln mit denen für vier Gerade ($.8). 

Sind zwei Ebenen, a und a’, parallel. so dass die gegebenen fünf 
Ebenen eine parallel abgestumpfte dreiseitige Pyramide begrenzen. so hal man 
a’ b' 4 d' 


ee er E_ selzen. wodurch man für R, mit Weelassune des Factors 
( ; ( ü 


l 
a”, den Werth 
R = a-+2(b’-+c+d) 
erhält. Bezeichnen ferner h und 4’ die zu a und a’ eehörieen Höhen. so is! 
3? =ah und 30’ = ah, und man erhält 


R.r, = ab(h+N). 
R.r, = ac(h+H). 
R.r, = ad(h+h). 
R.r, = h(@+b+c+d)—h(b"’+-c+d). 
R.r,;, = h(b’+-c+d)—h(+b+c+M). 
Diese Formeln sind denen für das Paralleltrapez ganz analog. Dar,:r,:r,  b:e:d. 
so liegt O auf der durch A gehenden Axe von a, b, ec, d, wie wir schon 
($.5) gesehen haben. 


Il. Ueber das Minimum oder Maximum der Potenzsumme der Abstände 
eines Punktes von gegebenen Punkten. 


$. 13. 


I. Wird mit r der Abstand eines der gegebenen Punkte A von 
einem beliebigen Punkte O0, mit r’ sein Abstand von einem anderen beliebigen 
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Punkie 0’, ferner O0’ mit t bezeichnet. so ist 





DB, ) 6 . 5) p) fr COS ri N >: 
"=r—2rtoosrtH = r(1-2: 48). 


7 r 








. . . . . N R . 
woraus durch Potenzirung mit einer beliebigen Zahl — und Entwickelung 
nach dem binomischen Satze folgt: 

1, n % cosri 1 ) ni 
A: , (2 _— r)] 
b r r 
coart nn „ 1+(n —2)cos’rt ; 
"int +1 — |: 
k r 2 P 





Bildei man diese Gleichung für jeden der Punkte A, so erhält man durch 


Summation 


” en r ER n ) — 0 | f “)\ 2 
xy" Er’ — nt Er"cosrt+—-f Er" (1+(n—2)cos’rf) —---- 


Wählt man daher den Punkt O so. dass die Gleichung 


1.) Zrcosrt = 0 


erfüllt ist. so hänet das Wachsthum von Er” nur von dem Vorzeichen des 
\usdruckes 


n 


3 





Er" (1+(n—2)cos’rf) 


ab. da / steis so klein genommen werden kann, dass das Glied der Ent- 
wickelune. welches den Factor f enthält. alle foleenden Glieder überwiegt. 
Isi also die Summe der Projectionen der »—1'" Potenzen der Abstände auf 
iede Gerade durch O gleich Null. oder, was dasselbe. geben diese » —1"" Po- 
ienzen. der Grösse und Richtung nach an einander gesetzt, ein geschlossenes 
Vieleck. so ist. wenn man sich # als eine unendlich kleine Grösse erster 
Ordnung denkt, das Inerement &e von Zr" eine solche zweiter Ordnung. 
Diese Bedingung Ir""cosrt—= 0. muss in Bezug auf zwei Gerade 
einer Ebene erfüllt sein. um für jede Gerade der Ebene. und in Bezug auf 
drei nicht in einer Ebene liegende Gerade. um für jede Gerade im Raume 
zu gelten. Soll 0 auf einer vorgeschriebenen Geraden oder Ebene liegen. 
so muss jene Bedingung in Bezug auf diese Gerade oder in Bezug auf jede 
(rerade dieser Ebene erfüllt sein; setzt man die Grössen r""" der Grösse und 
Richtung nach an einander. so müssen Anfangspunkt und Endpunkt in einer 


Normalen zur gegebenen Geraden oder Ebene liegen. 
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Aus Gleichung (1.) lässt sich eine bemerkenswerthe Relation ab- 
leiten. Es ist 


> 2) > 
r” r — ?rtcosrt-f. 
? a—? | 2 —? ‘ Nn- 
rt = r+Hf.r"—- ar tcosrt. 
m n—? 7.0 2 SS .n—? 
0 ee 


Es ist mithin für alle Punkte einer Kugelfläche mit dem Mittelpunkte 0 die 
Produetensumme Fr." " constant und ihre Zunahme dem Quadrate des Kugel- 
'adius proportional. Für » =2 folgt. wenn k die Anzahl der Punkte bedeutet. 


die bekannte Gleichung 


Zr" Zr+kf. 
2. Das Inceremen! 
u; WERTE ’ 
2.) = Zt Er"”(1+(n—2)cos’rt) 
> | 
ist offenbar für jedes » — 1 positiv; für den Punkt 0 ist also die Potenz- 


summe der Abstände. Ir", nach jeder Richtung Minimum. wenn » grösser als 
die positive Einheit oder ihr gleich ist *). 
Dagegen kann für »<_1 e negaliv werden. also auch entweder ein 
relatives Maximum und Minimum oder ein absolutes Maximum eintrelen. 
Zunächst ist nun zu bemerken. dass ein absolutes Maximum nur für 
1<7-r»<_0 möglich ist. Denn bildet man nach Gleichung (2.) die Summe 
der Incremente €, &', €’ nach beliebigen drei auf einander senkreehten Rich- 
tungen 7, f”, £”, so erhält man, weil 
cos’ rt! + cosrt" + cos’ rt — 1. 
rt A Dazu f 
| 2 
also eine von der Richtung unabhängige und mit Ausnahme des Falles -I-_ nV 
stets posilive Grösse. Dagegen muss für n = —1. wo diese Summe gleich 
Null ist, stets relatives Maximum und Minimum staltfinden, wenn nicht = selbst 
identisch verschwindet. 
Sind x, y, » drei durch O gelegte rechtwinklige Axen. und bezeichne! 


man die Winkel. die # und r mit ihnen bilden. durch 
nad, Wen h=/L, 
wu, wywefß, n=yY, 


so ist 


cosrt = C0SSC08@+ C085Nn cos + cosL cosy. 


*) Die Bedingung Fcosrt = 0 im Falle n = 1 haben schon Tedenat ın Gergonnes 
Annalen Band 1, p. 285 und L’huilier ebendaselbst p. 297 auf anderem Wege gefunden, 
wobei jedoch unentschieden bleibt, ob Minimum oder Maximum stattfindet. 
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Durch Einsetzung dieses Werthes in Gleichung (2.) ergiebt sich 


N RS ,n—2 22 on? ni; 2, Syn? 20 | eg n—2 2 
eo —FiFr"-+-(n—2)[eos$ Er" "cos’a+cos’n Zr"—cos’P+cos’T&r"""cos’y 
i aa 
. -2cosscosn Fr" cosa cos -+2cosncosl Fr" cos cosy 


+2cosleoss Ir" cosy cose]!. 


Wählt man die Coordinatenaxen so. dass die drei letzten Glieder der eckigen 


Klammer verschwinden — was stets möglich ist. wie man aus der Discussion 
der alleemeinen Gleichung der Flächen zweiten Grades weiss . so erhält 
die Form 
4. e — E’(Acos’S+Beos’n+ (Ccos’l). 
No 
E_ Ertl (n—2)cos’e). 
2 \ 
RB en n zn? a ’ 2.2 
=;>2r (14-(n—2) cos’). 
= ee (n—?2) cos’y). 
2 / 


is giebt daher in dem Systeme der Punkte drei auf einander senkrechte Axen 
und nach den Richtungen derselben drei Hauptineremente AU, Bt’, CH’, aus 
denen man das Increment nach einer beliebigen Richtung durch Gleichung (4.). 
also als reciproken Quadratvector einer centralen Fläche zweiten Grades. d. i. 
als Quadratveetor ihrer Fusspunktenfläche aus dem Mitttelpunkte findet; oder. 
was dasselbe. die Punkte constanten Incerementes liegen auf einer centralen 
Kläche zweiten Grades, deren Mittelpunkt 0 ist. 

Ist jeder der Coefficienten A, D, C positiv oder jeder negativ, so liegen 
die Punkte constanten positiven oder negativen Zuwachses auf einem Ellipsoid. 
Ist 4 und B positiv. C negativ. so bestimmt die Gleichung 

Ccosc = Acos’&+Beos’r 

einen elliplischen Kegel als Ort der Punkte, für welche auch die Incremente 
zweiter Ordnung verschwinden und daher die dritter Ordnung über Maximum 
oder Minimum entscheiden müssen: derselbe hüllt asympiotisch das einschalige 
und zweischalige Hyperboloid ein, auf dem die Punkte constanten positiven 
und negativen Zuwachses liegen. Das Letztere ist umgekehrt. wenn zwei 
Coeflieienten negaliv sind und einer positiv. 

Liexen die Punkte A in einer Ebene, so liegen O und zwei der Axen. 


r und y. auch in derselben. Denn in diesem Falle kann durch parallele 
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Verschiebung der Grössen r""" ein geschlossenes Vieleck nur erhalten werden. 
wenn sie in einer Ebene liegen, und die Transformation von (3.) in (4.) wird 
erreicht. wenn man 3 normal zur Ebene nimmt und den Axen x und yın 
der Ebene eine passende Drehung giebt. Aus (2.) folet. dass die Summe 
der Ineremente nach zwei auf einander senkrechten Richtungen der Ebene 
einen stets positiven Werth. nämlich 
+ —_ Ey" 
hat. weshalb absolutes Maximum unmöglich ist. ferner folet. dass das Inere- 
ment in normaler Richtung 
ME 


— ! 


beträgt. mithin in dieser Richtung Minimum für positive. Maximum für negalive 
» stattlindet. In Gleichung (4.) ist daher 


Brass. rs 
(‘ Ze i+B Zr 


2 En 2 
Haben A und A verschiedenes Vorzeichen. so liegt die Hauptaxe der Hyper- 
boloide in der Ebene. und in dieser sind zwei Hvperbeln und ihre gemein- 
schaftlichen Asymptoten der Ort constanten und verschwindenden Zuwachses. 
Wenn die Punkte A in einer Geraden liegen. so enthält dieselbe © 

und eine der Axen. .r, und es folet aus Gleichung (2. 


Eu... Dez 
u. 52r (1+(n—2)cos’S). 


Daher beträgt der Zuwachs in der Richtung der Geraden 


n(n- . N) Pr 


2 
so dass in dieser Richtung Maximum nur für 1 >» >0. für alle anderen Werthe 


von » aber Minimum stattfindet. In normaler Richtung beträet der Zuwachs 


“ 


N ) ) 
A En 
„isr, 


stimmt also im Vorzeichen mit » überein. Für »<1 ist der Ort verschwindenden 
Zuwachses ein Rotationskegel, dessen Axenwinkel S durch 
1 
2 —n 
bestimmt ist. und der die beiden Rotationshvperboloide constanten Zuwachses 


COSS = 





asymptotisch einhüllt. 
3. Einer besonderen Betrachtung bedarf der Fall „= 0. wo die 


Gleichung (1.) in 


nn 
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q 


‚cosrt 
wen RW 


pP 


übergeht und das Maximum oder Minimum des Productes r,r,r,... der Ab- 


.. . . er . ‚"—1 . . 
stände bedingt. Denn mit Ir" ist auch >——, folglich, wenn man zur 
2 2 E : 
Grenze n—=0 übergeht, auch Zlogr, daher der Logaritiimus des Productes 


der r 


That folgt aus 


daher auch dieses Produet selbst Minimum oder Maximum. In der 


E) 


r!? cosrt , 
a 2 - - F Das 21 u. P a 2 Fr “ 
r r r 


durch Bildung des Producles. 








de RE ©, ‚„eosri “ ‚cosrt.cosr,t 
( 8 ) De PR. 1 Arien r|= u A | er 
N ", N, T, FE _ F ” rn, 
Genügt also O0 den Bedingungen 
‚eosrt 
2 — = Q 
5 
3x cosr,t.cosr,t . cos’rt 
u r r, | ! ) 
so hat man 
® N ar r 2 9» " ‚2 2) 
( ——) _4upsi tert , 
”, N, T, ns pP“ 
daher 
PA ‚r „— 1—?2cos’rt 
Bi RU R emneundich 
”, ? 2 ", ” 7 
Auf den Zuwachs 
A_ . a? " 
(5.) £ sun 1 £ >: 1 ko em 7 e 


2 : 
lassen sich nun wörtlich die vorhergehenden Betrachtungen anwenden. Die 
Summe der Inceremente nach drei auf einander senkrechten Richtungen ist 

e et 7" ba ar a > i 
also beständig positiv, weshalb kein absolutes Maximum des Produetes möglich 


ist. Bringt man e auf die Form der Gleichung (4.), also 


> 


> 


e = F(Acos’s+Becos’n+ cos 


* 
/ 


so haben A, B, C die Werthe: 


F { == 





1 —2co0s’a@ 


[6 
IM 





r” ’ 
u; ‚2 
B — 12 12200’ 8 
2 Aa 
1 —2co 
er 5 een A 
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Wenn die Punkte A in einer Ebene lieven. so ist der Zuwachs in 


normaler Richtune 
1 


mithin das Product der Abstände in dieser Richtung stets Minimum. Daveeen 

beträgt die Summe der Ineremente nach zwei senkrechten Richtuneen der 
Ebene siels Null. Daher ist 

. 

C=- 123 _— A+B=d. 


r? 


[ Eee 


In der Ebene giebt es zwei gleichseitige Hyperbeln und ihre gemeinschaftlichen 
Asvmploten als Orte ceonstanten und verschwindenden Zuwachses. 


>) % 


Wenn die Punkte* A in einer Geraden lieeen. so ist 


4 7 3 
un ECO 
€ 14 »: B ” Be - “ 
.. gr 
a Bi 
A e —— r” “ B ( _ r? 3 


Das Produet der Abstände ist also in der Richtung der Geraden Maximum 
Der Zuwachs 


(alle Abstände positiv gerechnet), in jeder Normalen Minimum. 
e verschwindet auf einem Rotalionskegel, dessen Äxenwinkel 45" beträgt. 


$. 14. 


I. Um die vorstehenden Betrachtungen an einigen Beispielen zu er- 
läutern. bedarf es eines Hlillssatzes: 
Wenn die Summe Fcos’rt in Bezug auf drei Gerade im Raume oder 


zwei Gerade einer Ebene sie im Alleemeinen 
auch in Bezug auf jede Gerade im Raume oder in der Ebene constant. 


denselben Werth hat. so ist 
Denn 


bei der Bezeichnung in $. 13, 2. kann man Fcos’rt durch die Gleichung 
8 9 © 


Fcosrt = cosSsFcos’a+cosn>cos’d+cos’LIcos’y 
ausdrücken. Ist nun in Bezug auf drei beliebige durch O gehende Gerade t,. b;. f; 
c = c08’8, Fcos’a + cos'n, cos’ + cos’L, Fcos’y, 

G = os HLCc08°a+cos'n,Fcos’;7-+ cos’ CS, Fcos’y, 
3 = c08’&,>cos’a+ cos’, >cos’+ cos’L; Fcos’y, 
5, cos. .... so ist 


und bezeichnet R die Determinante der Grössen cos’ 
Ic, cos’n, cos’G| 


Zcosa = Io, cosn, cosü|- 


5 c0°n cos G;| 











380 Wetzig, Potenzsumme der Abstände von Punkten, Geraden, Ebenen. 


Ist e, =©&=e,=e und subtrahirt man von der ersten Verticalreihe der De- 
terminante die beiden folgenden, so erhält man 


1cos’&, cos’n, cos’L, 





Rh cos eo elcos SH cos cosü c.R. 
|cos’&, cos’n, cos’L, 
Hithin ist 
be „2 —’ = .) = Mr < ? hi 
= (0502. = 200° 9 = 20085°y = 20c0srt mc 3» 


wenn 4 die Anzahl der Punkte bezeichnet. Liegen die Punkte I und die 
Linien / in einer Ebene. so ist 
Z2co0e = co’ =c e 
Wenn aber die Determinante AR verschwindet, so bleiben Fcos’« u.s. w. un- 
bestimmt.  Bezeichnen x,. %,. zı die Coordinaten des Punktes auf /, in der 
Entfernung der Längeneinheitl, so drückt, bei analoger Bedeutung von ı.. 9. .... 
die Gleichung 
yo: 
Rh = 2 % | = 0 
az 
aus. dass die drei Geraden #,. %,. f, auf einer Kegellläche zweiten Grades 
liegen, d. i. auf dem Orte constanter Summe I cos’rt. In der Ebene entsprechen 
ihr zwei Gerade. 

2. Der Mittelpunkt O0 jedes regelmässigen Polveders mit dessen Eck- 
punkten 4 genügt der Bedingung Ir" cosrt =r"""Neosrt =0. Denn da 
die Normalebenen der r das zugeordnete regelmässige Polveder bilden. so sind 
die gleichen r den gleichen Flächen dieses Polyeders proportionale Normalen. 
und es verschwindet daher die Summe ihrer Projeetionen auf jede Gerade *). 
Bedeutel % die Anzahl der Ecken. so ist in 8.13 Gleichung 2.) Ycos'rt = : 
zu setzen. da diese Summe für = r,. r,. r,. ... denselben Werth haben muss, 
ferner beim Würfel die Normalen der Seitenllächen die drei Hauptrichtungen 
sind. für welche Fcos« = Foo’? = Zcosy=$= : ist. bei den übrigen 
Polvedern aber der $. 14, 1. angegebene Ausnahmefall unmöglich ist. Man erhält 

n(n--1) 


k { 2 p" 
6 


*) Vergl. Baltzer Elemente, Trigon. $.6, 4. 
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Für den Fall »=0 ergiebt sich aus $. 13 Gleichung (5. 


k 4 

. 6 
Im Mittelpunkte O ist daher für — 1 2 <_V die Potlenzsumme der Abstände 
absolutes Maximum. in allen anderen Fällen Minimum. mit Ausnahme von x # 


wo man erst durch das Inerement dritter Ordnung über Maximum und Minimum 
entscheiden kann: das Product der Abstände ist Minimum. 

3. Der Mittelpunkt O jedes regelmässigen ebenen Vielecks mil dessen 
Eckpunkten 4 erfüllt die Bedingung Ir" 'cosrt =r" "ID ecosrt 0. da die 
gleichen Abstände r parallel verschoben ein regelmässiges Vieleck von eleicher 
Seitenzahl geben. Unter der Vorausselzung. dass ! in seiner Ebene bleiht. 
ist in &. 13 Gleichung (2.) Icos’ri >- zu setzen. wodurch sich 


n az 

£ ker" j 
also eine stels posilive Grösse ergiebt, weshalb die Potenzsumme der Abstände 
in der Ebene stets Minimum ist. Um das Inerement für ein beliebives f zu 


finden. hat man in $. 13 Gleichung (4.) 


n 
A=B: 2 Be, 
kn 
y 2 un 
=—1 


zu selzen. 
Für »=-0 verschwindet nach $. 13 Gleichung (5.) in der Ebene auch 
. 0 3 , 
das Incerement zweiter Ordnung. Es ist also A=B=0, ( — —., der Zi 
: 


E- 


De 


wachs im Raume beträgt 
ki f y 
Eee = — —cC08S°L. 
>» ” 
In der Ebene muss daher das Increment dritter Ordnung über Maximum und 


Minimum entscheiden. Nun erhält man als Coeffieient von f’ in der Enl- 


FR, 
wickelung von (> = > : 
” N, "en. 
A I ben rt Js AN cos r,t.cos r.i. cost, t 
r, Tz7T, 


wo die Summaltion über alle Combinationen von je zwei und je drei Indices 
auszudehnen ist. Da das Increment d der Wurzel die Hälfte des obigen ist und 
für ner =r, =»: der erste Theil der Summe verschwindet. so hat man 


FREE \.;: 
r 


—Zcosr,t.cosr,t.cosr;t. 


A 
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Man erhält z. B. für das gleichseitige Dreieck. wenn rt = u gesetzt wird. 
3 


t ı 
0 - rn cosa cos (120° +) cos (120 — u) 


3 
n— — cosu(3— 4cos’x). 

Das Product der Abstände, r,r,r,;. des Mittelpunktes von den Ecken ist daher 

in den Richtungen 0A,. 0A,. 0A, Maximum, in den ihnen enlgegengesetzten 

Minimum, während in den Richtungen senkrecht zu OA,. 0A,. OA, auch das 

Inerement dritter Ordnung verschwindet. so dass um O sechs Felder liegen, 

für die der Zuwachs abwechselnd positiv und negaliv ist. 

1. In einem rechtwinkligen ERETENSENORERN genügt der Durchschnitts- 
punkt O0 der Diagonalen der Bedingung Ir""cosrt= r"""Neosrt=0 in Bezug 
auf die drei Normalen der Seitenllächen, also in Bezug auf jede Gerade. Die 
Hauptaxen x, y, 3 gehen parallel den Seitenkanten «a, b, ec, und man hat 


2 7 a’ 
cos’ a, = 0080, = "= ——— , 
: a—+b-+ec 
ce hi 
2080 = —— 
Ib? 4 1.0? 


Berücksichtigt man noch die ae: er b’-++e' = 4r” und die analogen 


Ausdrücke für Fcos’5 und Zcos’y, so erhält man 


A = n.r""((n—1N)a’+b’+e), 
b u (a’- m - | bh’ 3 e*), 
C= n.r" a +b’+(n—1 \c*). 


Ob Minimum oder Maximum staitiindet. hängt also. ausser von ». auch von 
dem Grössenverhältnisse der Kanten ab. Für » — 0 

1 16 e+b'+ 0) 

dr, we rer . 
und analoge Ausdrücke selten für B und €C. 

5. Im Rechtecke ist O0 der Durchschnitt seiner Diaeonalen, und die 

Hauptaxen x und y seiner Ebene gehen den Seiten a und b parallel. Man 
hat daher 


Ga? EIN. a’ a b’ 
cos, = 008° =. = ———., cos, RE er 
: e er. a’+b? 


zu setzen. wodurch man erhält 


ÄA= 5 *b’+(n—1)a’), 


B= 51a +(n—1)b°). 
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Für z»=0. also für das Produet der Abstände. ist 
Am U, B=8-—— —., 


daher der Zuwachs nach beliebiger Richtung der Ebene 


Bug” ee 
ee Be FO BE. 
(a 7 b ) 


6. Wenn man die Normale O7 einer bei O rechtwinkligen dreiseitigen 
Pyramide OA,A, A, rückwärts um OA, = OH verlängert, so erfüllt O mit den 
eosrt 


Punkten A,. A,. A,. A, die Bedingeune I ; OÖ in Bezus auf die Geraden 


OA, , O0A:. OA;,, daher in Bezug auf jede Gerade. Unter Berücksichtigung von: 
u. 6. v4 


erhält man als Inceremente des Producles der Abstände nach den Richtungen 
OA,. OA. OA,;. 0OA,, 


u loatartn): 
ri e =): 
RR a h ur) 
&, (= ne . 


Analoges eilt für das Product der Abstände. 04A,.04A,.0A,. in der Ebene. 
wenn man die Normale OH eines bei O rechtwinkligen Dreieckes A,0A, rück- 


wärts um OA, = OH verlängert. 


$. 15. 
l. Der Fall, dass die Punkte A auf einer Geraden liegen. bedarf 
einer besonderen Betrachtung, wenn man den Strecken 0A,. 0A;, ... bei 


enigegengeselzter Richlung entgegengesetztes Vorzeichen zuschreibt: denn 
bisher wurden alle r als positiv betrachtet, da, ausser in diesem Falle, zu 
einer Unterscheidung des Vorzeichens kein Grund vorlag. Wir beschränken 


uns auf die Betrachtung des Productes 

1.) 0A,.04,...04A,, 
dessen Minimum - und Maximumpunkte “mehrere merkwürdige Eigenschaften 
besitzen. Dieses Product behält sein Vorzeichen, so lange O in demselben 











384 Wetzig, Potenzsumme der Abstände von Punkten, Geraden, Ebenen. 


Intervalle zwischen zwei Nachbarpunkten A bleibt und erhält. durch Null 
hindurchgehend. das entgegengesetzte, wenn O0 in das benachbarte Intervall 
übergeht. Die Bedingung seines Minimums oder Maximums 


u ne 
> wart 





iv 


drückt aus. dass in Bezug auf diesen Punkt O der „Mittelpunkt der harmo- 
nischen Mittel“ *) im Unendlichen liegt. Da nun die Function 


1 l | 


A 04-2 '0A-=2' "Ok: 


1 reelle Wurzeln hat. nämlich 


= MW, 2 —=ÖO,. — 2. =D 


A 


wo die Punkte O,. O5. ... O,_, in den Intervallen A,A,. A,A;. ... 4,_,A 
liegen. und da das Produet (1.) in den auf einander folgenden Intervallen 
entgegengeselzte Vorzeichen hat. so hat es in O,. ©,. ... 0, , abwechselnd 


Minimum und Maximum. 


2. Wenn man in dem Gleichungssvsteme 





BR Bu Er. 
“a: Ba" ET, O4 . 
er ER Br NER 208 dur “ — U), 
0,A, 0, A, O,A, 
1 1.» 
u 21 0 


0  r  — dh 
die zweite Gleichung von der ersten abzieht. so erhält man die neue Relation 


Fe MN u 
0,4,.0,4,  04,:.04, 040,4. 


Vertauscht man in dieser Gleichung 0, mit O0, und zieht die erhaltene von der 
vorsiehenden ab. so ergiebt sich 


1 1 1 
0.4..0,1.04,  0.4.04,.08 "04.08.04 


u. S. W. 


V. 


3. Der Zähler der Function X ist eine Summe von %k Gliedern. 


= 0A—x) (OA,— x) Er (OA,— 8). 


„centre des movennes harmoniques“ bei Poncelet, s. Bd. >. p. 238 dieses ‚Journals. 
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wo in jedem Gliede ein Index fehlt. Da seine k—1 Wurzeln 00,. 00.. 
0O,_, sind. und z’' den Coeffhieienten +% erhält. so ist bekanntlich 
= 0A—-2)0A,— 8)... (OA,— x kOO,-2)(00,—-r)... (00, .,— ır 


Hieraus ergeben sich als Coefflicientengleichungen die foleenden Relationen 


zwischen den Abständen der Punkte O,. ©. ... und der Punkte A,. A. 


von einem beliebigen Punkte O der Geraden : 


Z04..04,...0A, = k.00,.00,...00,_,. 
2 204,.0A,...0A, = kZ00,.00,...00,_,. 
380A,.04A....04 >00,.00,....00,,. 
k—2) E0A,_,.04 :I00,,.00,_,. 

(k—-1)20A, kÖOO, 


In diesen Producetensummen bedeute! 
rn ! 
die Summe aller Produete. in denen m Indices fehlen. 
Aus den vorstehenden Gleichungen kann man durch bestimmte Wahl 
des willkürlichen Punktes O0 eine erosse Anzahl neuer Relationen herleiten. 
Setzt man in der ersten derselben stalt O einen der Punkte A. etwa 
A,. so erhält man: 


4.2: Ai ER6.8.S, 


Aus der letzten Gleichung erhält man: 


(k-1)AA+AA++AA) = KIAO+A 0: ++ A, 0, 


> 


—l1 
Bildet man den letzteren Ausdruck auch für 0 = A,. A... ... A, und addir! 
die erhaltenen % Gleichungen, so ergiebt sich: 
A,0O,+A,0, I RE A,O, | 
1 AO, + A, 0,4 A; O,. 1 | 


\ 


d. h. die Summe der Abstände der sämmtlichen Punkte 0 von den sämml- 


v0. 


+ A,0,+A,0, ' ++ 4,0, | 


lichen Punkten A giebt Null. 

In dem einfachsten Falle, dass drei Punkte A,. A,. A, gegeben sind. 
deren Reihenfolge in positiver Richtung liegt. findet in O0, Minimum. in ©, 
Maximum des Productes 0A,.0A,.04A, statt. Aus den vorstehenden Glei- 


Journal für Mathematik Bd. LXL. Heft 4. 49 
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chungen ergeben sich folgende Relationen: 
04A,.0A,+04,.0A,+0A,.0A; = 300,.00;. 
2(04,+04+04,) = 3(00,+00,). 
AıA2.Aı A; = 3A,0,.A,0:, 
4A, 34,0,.4,0:. 
A;A,.A; A; 34,0,.4,0;. 
2(0,A41+0,440,4,) = 30,0,. 
0,4,+0,44+0,4, (0, A +0, 4+0,4;). 


I 


Io 


$. 16. 

I. Wenn drei Punkte A,. A;. A; gegeben sind. und man mit r,. r,. r, 
ihre Abstände von 0, mit «@,. &%. a, die Winkel r3r;. r;r,. r,r, bezeichnet. 
so folgt. weil m) '. r2', vr} ' an einander gesetzt ein Dreieck bilden. dessen 
Winkel die Winkel « zu 180° ergänzen. die Beziehung 

nr: = Sina, :sina, :sina,*). 
Jeder Abstand OA theilt also den von den beiden anderen eingeschlossenen 
Winkel in zwei Theile, deren Sinus sich umeekehrt verhalten. wie die »— 1" 
Potenzen der anliegenden Abstände. 
Die Dreieckslläche A,A,A; wird in drei Dreiecke zerlegt. deren Ver- 


hältniss gleich dem der »—2"" Potenzen der gegenüberliegenden Abstände ist. 


A,0A:: As04,;: A,0A, Et 2? ;- 


> 
’ 
’ 


denn es ist z.B. A,0A:: A;0A, = r, sino; : r,sina, = 15" :rı 

Verlängert man 0A,, 0A,. O4A,. so werden die gegenüberliegenden 
Dreiecksseiten in Abschnitte getheilt. die sich umgekehrt wie die »—2"" Po- 
tenzen der anliegenden Abstände verhalten: denn schneidel 0A, die Seite 
1,4. in M,, so ist M,A,:M,A; = A,04,:4:0A,=rR":rı”. Für n=2 
[olgt als bekannte Eigenschaft des Schwerpunktes Gleichheit der Dreiecke 
,0A,. A:0A;,. A,0A,. deren jedes gleich dem Dreieck ist. das r,. r.. r; 
an einander geselzt geben, sowie Gleichheit der Abschnitte auf den Seiten. 

Für » = I ergiebt sich &, = & = a, = 120”, indem r,. r,. r; an einander 
veselzt ein gleichseiliges Dreieck geben. 


*) s. Steiner in Bd. 13, pag. 362 dieses Journals. 
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2. Ist O0 der Punkt des Minimums oder 


Maximums für vier Punkte A,. As. A,. A, im Ay 
Raume. und setzt man der Grösse und Richtung N 

wir ei. it hr = BB. '=-B0 I} 

an einander. so muss OA, die Verläneerune von N 

B,O bilden. Da B,b, parallel mit 0A, ist. so N A, 
lieeen r,. rn, und B,B, in einer Ebene, welche von Ask I/II N, “ 5 
der Ebene. in welcher B,B,. D,O0, 0A, und 0A,. / I \ 

also der Ebene r;r,. in der Geraden OB, geschnitten A), | 

wird. Aus dem Dreieck B,OB,; folet aber. da , | >B, 
/ B,B.0 = £4:0B, ist. b; 


sn D, OA, :sinD, OA, u 
d. h. die Ebene zweier Abstände theilt den Winkel der beiden anderen in 
zwei Theile. deren Sinus sich umeekehrt verhalten. wie die »—1"" Potenzen 
der anliegenden Abstände. für » =1 mithin in zwei eleiche Theile. 

Ferner theilt jede Ebene durch O und eine Pyramidenkante die gegen- 
überliegende Pyramidenkanlte in zwei Abschnitte, die sich umgekehrt verhalten. 
wie die »—2"" Potenzen der anliegenden Abstände. Denn schneide OB, die 
Kante A,A, in M, so ist 
MA, MA,  sinMOA, _sinMOA, ru! m- 


WA: MA, = a ,‚ u er 
‚A, =: mo sinMA,0 " sm MA,O r, r. 


=. 


Der Punkt O ist die gemeinschaftliche Spitze von vier Pyramiden, welche auf 
den Seitenllächen der gegebenen Pyramide stehen, und deren Verhältniss gleich 
dem der »—2"" Potenzen der gegenüberliegenden Abstände ist: z. B. 


0A, 4;4,:044; A, = MA,:MA = r}":rı 
Für » —=2 haben diese vier Pyramiden gleiches Volumen, und zwar ist jede 
gleich der Pyramide OB, B;B,, welche die r an einander gesetzt bilden. Es 
ist nämlich allgemein das Volumen © der Pyramide OB,B,b, 
ee 


eo Ih’ ar ar, rar. 


Das Volumen einer der vier Pyramiden, ve, = 0A, A; A;,, Ist 


ct, = Inrzr,sinrr,sinr, rır,. daher 
u er er 
2 Pr I Tr 


Bildet man die analogen Ausdrücke für ®&,. ©,. v,. so erhält man ebenfalls 
49 * 
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das oben angegebene YVerhältniss derselben, und für »—=2 folgt, dass » gleich 
jeder der Pyramiden v,. ©. ®;, ©, ist. 

B- 3. Ist 0 der Punkt einer gegebenen Ebene. 
| für welchen die Potenzsumme der Abstände von drei 
| ausser ihr lievenden Punkten A,. A,. A, Minimum 


oder Maximum ist. und setzt man der Grösse und 


A: | 

N \ Richtung nach ,"=0B,, nr" =BB.,. 3" =BB, 

, >% \ an einander. so muss OP, eine Normale der Ebene 
4, N, Be “ sein. Die Ebene der Geraden OA, und OB. schneidet 
- Par die Ebene von OA, und OA, in der Geraden Ob;. 
“ durch welche der Winkel A,0A, in zwei Theile 


vetheilt wird. deren Sinusverhältniss ist: 


sin A, OB,: sinB,0 A. = B,B,:0B, = r""!: rn! *), 


Schneidet ferner OB, die Dreiecksseile 4,4, in M,. so folet, serade wie im 
vorieen Falle. 


M,A,:M; A; a 


l 
Ist endlich N der gemeinschaftliche Durehschnittspunkt von A,M,. AM. A; M,, 
so folet 


ONA, A,:ONA, A, = M,A,:M, A, = rt:r' 


Dies lässt sich foleendermassen zusammenfassen: 

Jede Ebene dureh die Normale in O0 und einen Abstand theilt den 
Winkel der beiden anderen Abstände in zwei Winkel. deren Sinus sich um- 
vekehrt wie die »—- 1” Potenzen. und die eevenüberlierende Dreiecksseite in 
zwei Abschnitte. die sich umgekehrt wie die »—2"”" Potlenzen der anlieren- 
den Abstände verhalten: und die Normale ist gemeinschaftliche Kante dreier 
Pyramiden. deren Verhältniss gleich dem der »n— 2" Potenzen der gegen- 


überlieeenden Abstände ist. 


”) Den Fall »=1, wo also die Summe r,-—-r,—+r, em Minimum ist und der 
\Winkel zweier Abstände von der Ebene des dritten und der Normale halbırt wird, 


s. Sturm in Gergonne's Annalen Bd. 14, p. 13, und Querret ebendaselbst Bd. 13, p. 329. 
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IV. Leber das Minimum oder Maximum der Potenzsumme der Abstände eines 
Punktes von Geraden in der Ebene oder Ebenen im Raume. 


Ss. 17. 
l. Bezeichnet r den rechiwinkligen Abstand eines beliebiven Punktes O 
von einer der gegebenen Geraden oder Ebenen. r’ den eines anderen Punktes 0". 
in der Entfernung 00' = £, so ist 
r r—tcosrt, 
wobei hinsichtlich des Vorzeichens die in $.2 oevebene Regel zu beachlen 
ist. Durch Potenzirunge mit einer beliebiven Zahl x» folet nach dem binomi- 


sehen Salze: 


- n.n—i „>. | 
‚ala r"— nr" "tcosrt-+- er I cos’ri 
und hieraus durch Summation 
ai FE ng fn.n—i — „> . 
tr =r" —nizr" cosrt-+it ar cor 


ii. 


Da nun. mit Ausschluss des Falles 0 <x»<1. das erste Glied der Klammer 
positiv ist und 7 so klein genommen werden kann. dass dieses Glied alle fol- 
senden überwiegt. so ist für Ir" cosrt—=0 der Zuwachs von Ir" ein positiver, 
mithin Er” ein Minimum. Daoeeen ist für O<n | das erste Glied der 


Klammer stets neoaliv. daher für Ir’ 'eosrt O0 auch der Zuwachs von Xr" 


negativ. Ir’ also ein Maximum. 
u \ . O0 rt 5 j 
Für den Fall » =0 bedinet & — —() ein Maximum des Produetes 
- 


der Abstände r (vergl. $. 13, 3). Denn aus 











W cosrt 
ee Be 
r ä 
folgt durch Bildung des Productes: 
HELFERN Br m z cosri LEE cosr,t.cosr,t 
Er r 74 
Unter der Bedingung dass 
„ cosrt 0 
r " 
u cos’rt gg Lost, [.cosr, i 
— 2 ang | “ 
r Pi 
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erhält man 
N» r>3 cos rt e 


r 


IE ARRRER ' 


I1ve 





Da also der Zuwachs beständig negativ ist, so ist das Product rırr,... 
Haximum. 

Berücksichtiget man noch. dass die Bedinguneseleiehune Ir" !"eosrt—V 
dieselbe ist. wie die in $. 13, 1. erhaltene. so hat man foleendes Resultat: 

Ist für einen Punkt O die Summe der Projeetionen der »—1"" Potenzen 
seiner Abstände von Geraden oder Ebenen in Bezug auf jede Gerade gleich 
Null. so ist die Summe der »'" Potenzen dieser Abstände im Falle O <n< 1 
ein Maximum, für alle anderen Werthe von x» ein Minimum. Für denselben 
Punkt 0 ist auch die Summe der »'"” Potenzen seiner Abstände von den 
"usspunkten jener Senkrechten Minimum oder Maximum. Endlich ist im Falle 
» 0 das Produet der Abstände des Punktes O von den Geraden oder Ebenen 
ein Maximum. das Produet der Abstände von den Fusspunkten jener Abstände 
\linimum oder Maximum (s. $. 13. 9). 

Für denselben Punkt O0 ist bei Geraden in der Ebene auch die Potenz- 
summe der nicht rechtwinklie. sondern unter einem beliebiveen Winkel » 
voenommenen Abstände o Maximum oder Minimum, sowie auch die seiner Ab- 
stände von den Endpunkten der o auf den Geraden. Denn mit Fr" ist auch 

. 


‚N 
 ] 


Se" = — Minimum oder Maximum: und bildet die durch O gelegte Gerade ı 


vos" u 
mit # ebenfalls den Winkel «, so ist mit Ir” !cosrt=0 die Gleichung 
Io" "cosor =Ö identisch. Dreht man also das System der gegebenen Geraden 
in seiner Ebene um den Punkt 0, so wird es von dem festen Strahlenbüschel 
der r beständig in Punkten geschnitten, für welche die Potenzsumme der Ab- 
stände von O0 Minimum oder Maximum ist. 

Lieet 0 auf einer vorgeschriebenen Geraden oder Ebene, so muss in 
Bezug auf diese Gerade oder in Bezug auf jede Gerade dieser Ebene 


Sr” 'eosrt—( sein. 


2. Aus Fr" 'cosrt— 0 ergiebt sich eine bemerkenswerthe Relation. 
Wultiplieirt man die Gleichung r!' = r—teosrt mit r””', so erhält man durch 
Summalion 
Er Pi — Ir 


— = -r. 


I eonstant (mit 


Mithin ist für jeden beliebigen Punkt 0’ die Summe Ir’. r" 
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Ausschluss des Falles » = 1). Hat man z. B. ein Vieleck, das einem Kreise. 


oder ein Polyeder. das einer Kugel mit dem Halbmesser « umschrieben ist. so 


erhält man, wenn man 0° zum Mittelpunkt nimmt, also r’ = a setzt, a&r" ! = Ir": 


“% i 


es ist also für jedes » der Quotient Ir": Ir" 
Halbmesser. Schneiden sich sämmtliche Geraden oder Ebenen mit Ausnahme 


constant, nämlich gleich dem 


der ersten in einem Punkte im senkrechten Abstande Ah von dieser. so is! 
Ed 


3.  Schneidet O0’ die gegebenen Geraden oder Ebenen in den Punkten 


a ” ae . 
Ps Pas :::, 20 Bi con OP‘ mithin kann man statt Ir" "cosrt 0 auch 
schreiben 
y” 
Bi 0. 
OP 


welche Summe also beständig Null bleibt. wenn man die schneidende Gerade 
beliebig um den Punkt O dreht *). Ist »=0. also für O0 das Product der 
Abstände ein Maximum. so folgt = op 0 (s. $. 15). Diese letztere Re- 
lation gilt z. B. für jede Gerade durch den Mittelpunkt eines regelmässigen 
Vielecks. durch die Mitte der Diagonale eines Vierecks,. zu welcher dasselbe 
symmetrisch ist, durch den Schwerpunkt eines Dreiecks oder einer dreiseiligen 
Pyramide (s. den folgenden Paragraphen). 

4. Im Falle »=1 giebt es keinen Punkt O0 des Minimums oder 
Maximums. sondern, wie bekannt **), giebt es im Allgemeinen für gegebene 
Gerade parallele Gerade und für gegebene Ebenen parallele Ebenen von der 
Eigenschaft. dass für jeden Punkt 
Ö'r, constant bleibt. Denn in der Gleichung 


einer solchen die Summe der Abstände. 


Zr = FIr—tFcosri 
findet entweder der besondere Fall statt. dass Icosri! in Bezug auf jede be- 
liebige Gerade £ verschwindet. daher Ir für jeden Punkt constant ist. wie 
z. B. bei einem gleichseitigen Vieleck; oder es lässt sich eine Richtung 
paralleler Geraden oder eine Stellung paralleler Ebenen angeben. für die 
Scosrt= 0 ist. 
*) s. Poncelet ın Band 3, p. 241 dieses Journals. Der „Mittelpunkt der harıno- 


’ . y 2 . » . r . 1 . x ’ 
nischen Mittel” liegt also in Bezug auf O im Unendlichen, wenn OP’ die (oet- 
i 1 


ficienten r*, ... erhalten. 
**) Vergl. Baltzer Elemente, Plan. $. 10, 8. und Stereometrie $. 8, 16. 
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g. 18. 


| Wenn drei Gerade a,. a,. a, sich in den Punkten A,. A,. A 





schneiden. und M, der Punkt der Geraden a, ist. für welchen die Potenzsumme 
der Abstände von a, und a. Minimum oder Maximum ist. so hat man die Be- 
dineungsgleichung 


n= 


rr!cosra, tr} 'cosr;,a, 0. 


folelich 


ni: = nA: l, = :Q;. 


n 


i £ r, ’ n - 7 n 
M, A: MA, = ———- : ——- =ar:a =er:rn. 
sınd, sınd, 
’ ’ sc A ee 
Die Abschnitte der Geraden a, verhalten sich demnach wie die Poltenzen 
n 


der anliegenden Dreiecksseiten. Zur Bestimmung von r, und r, sei noch die 
Fläche f des Dreiecks A,A,A; gegeben, so hat man 2f = a,r,—a;,r,. und folglich 


ıf.al 7 se 


n 


n—1 n—1 
d, Ha di, A 


2. Ist O0 der Punkt des Minimums oder Maximums dreier Geraden 


Ay. As. Ay. So folgt. weil das Dreieck. welches r}”'. r!”, r“”! an einander 


cesetzi ceben. mit dem gegebenen Dreiecke gleichwinklig. ihm also ähnlich ist. 


Zt et: niet; 


Li 


Hieraus ergeben sich in Verbindung mit 2f=a,r, +a rn +a,r, =a,h,=a,h,- a;h,. 


wo A,. fs». A, die Höhen des Dreiecks bezeichnen. als Werthe der r: 


n 


n—I 
r, —- h, ar 











n n n 


n—] | n—lI n—lI 
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Als Minimalsumme folgt 





Pi n 
nn or a er KT 4 
( —1 “n ) 
a Ha, A 
’ WR 5 et a | 
Aus der allgemeinen Gleichung > OP 0 ($. 17, 3.) folgt. wenn man die 


(rerade 4 parallel einer Dreiecksseite A,A; legt, abgesehen vom Vorzeichen. 
0P,.: 0 = BA: = A: fs. 


Daher liest 9 auf der Geraden A,M,. Mithin bestimmt sich O0 als der ve- 
meinschaftliche Durchschnittspunkt dreier Geraden A,M,. A,M,. A,M,. jede 
von einer Ecke des Dreiecks nach dem Minimum- (Maximum) Punkte der 
vegenüberliegenden Seite. Dies folgt auch aus der Bemerkung. dass. vermöge 


der oben angegebenen Werthe von r,. 75. r;. O der Schwerpunkt der Punkte 


‚ n : r F 2 " 
1. 6. 4, ıst. wenn jeder als Gewicht die Potenz - der „eoenüber- 
i n 


iiegenden Dreiecksseite hat; M,. M,. M, sind dann die Schwerpunkte je 
zweier Punkte A. Für » =0 ist O der Schwerpunkt der gleich schweren 
Punkte A,. A,. Az: für jede durch denselben gelegte Gerade gilt daher die 
Relation 


| ae ’ 
Taerar 


2. 


). (8.17. 3.). 


und ferner ist das Product seiner Abstände von den Dreiecksseiten ein Maxi- 
mum. das der Abstände von den Fusspunkten jener relatives Minimum oder 
Maximum. 

Sind S,. S:. 8; 


> 


die Fusspunkte von r,. r,. r, oder auch die Durch- 
schnittspunkte der unter beliebigem Winkel genommenen Entfernungen mit 
den Seiten, so ist (nach $. 17. 1.) O zugleich der Punkt des Minimums oder 
Maximums für S,. 8. S,. folglich nach $. 16. 1: 


7 


l n—l1 n— I 


S,0S, : 8.08, :S,08, = r!’:n':"=a, : :% 


Für » 0 folet. dass das Verhältniss der Dreiecke. deren semeinschaftliche 
Spitze der Schwerpunkt und deren Ecken die Projectionen desselben auf 
die Dreiecksseiten sind, gleich dem Verhältnisse der Quadrate der gegenüber- 
liegenden Dreiecksseiten ist. Ist O0 der Schwerpunkt eines rechtwinkligen 





*) s. Müller ın Grunerts Archiv 16, p. 
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Dreiecks. so ist das der Hypotenuse gegenüberliegende Dreieck gleich der 
Summe der beiden anderen. 

3. Ist O, der Punkt einer Ebene f,, für welchen die Potenzsumme 
der Abstände von drei Ebenen fi. f-. f; Minimum oder Maximum ist. so 
muss er der Bedingung eenügen 


N- 


r  cosrd+-r} cosrt+r;  cosr;t v. 


Schneiden sich diese vier Ebenen in den Punkten A,. As. A,. A,. die den 


3 


Ebenen von gleichem Index gegenüber liegen, und nimmt man als f eine 
durch 9%, parallel mit 4,A, gelegle Gerade, welche A,A,;, n F, A,A, in G 
schneidet. so eeht obiee Gleichune in die einfachere ri” cose, = ri "eose, 
über. wo @, und o, die spitzen Winkel bedeuten. die r, und r, mit F@ bilden. 
Wird ferner 4,A, von A,O, in M, geschnitten. so hat man 

540: 44AA0 = fr: fan = MA; : MA, = O,F: 0,6 = —— :— 


cos@,; COSA, 


Hieraus ergiebl sich in Verbindung mit der vorhergehenden Gleichung: 
h:f Et 


ee 

M, A; 5 M, A: f: :f . 

Demnach bestimmt sich der Punkt O, als der gemeinschaftliche Durchschnilts- 
punkt dreier Geraden A,M,. AM,. A,MH,, jede von einer Ecke des Dreiecks 


nach dem Punkte der oeeenüberliesenden Seite. welcher dieselbe im Ver- 
- en 


7 ten 


hältniss der ——  Potenzen der anstossenden Pyramidenflächen theilt. d. i. 
nach dem Punkte des Minimums oder Maximums dieser Pyramidenkante in 
Bezug auf die anstossenden beiden Flächen. 
I. Es ist nun aber leicht zu sehen, dass für jeden Punkt der Geraden 
1,O, m Bezug auf eine zur Ebene f, parallele Gerade # die Bedingung 
Hlcosrt+rr'cosrni+r}'cosr;t = (O0, 
folelieh auch. wegen r,t= MW, 


l 


A 


rn  cosr, t +3! cosrt+r3 cosr,;t+rt'cosr,t = OÖ 
erfüllt ist, dass mithin der Minimumpunkt O auf der Geraden A,0, liegen muss. 
Daher ereiebt sich der Punkt 0 für vier Ebenen als der gemeinschaftliche 
Durchschnitispunkt der vier Geraden A,Q,. A:0,. A,0;,. A,Q,. jede von einer 
Ecke der Pyramide nach dem Punkte des Minimums (oder Maximums) der 


vegenüberliegenden Seitenfläche. Die »—1"" Potenzen seiner Abstände sind 
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den zugehörigen Seitenflächen proportional. 
BL. a ,. 1. 1 __ Bi ie 
sr: u hihi: 
Nimmt man hierzu die Gleichung 
30 - fir, + far sr; | far; fi hı- 
wo » das Volumen und A, die zu f, gehörige Höhe der Pyramide bezeichnet. 


so erhält man 











3». .n—i 7] l 
N > nn ei n I: n n 3 h, gg n I 7 
ın—1 N 1 f n—1 ın—1 nl n—l nl » I 
j; Pf fi +, f; rf; Pf; rf, 
Analoge Ausdrücke „elten für die übrigen r: als Minimalsumme folgt hieraus 
In PR? 
u 


73 


+ .; 7 u n x = n n It [7 l 
( 7] l wi l +1 l lm i) 
f | ; | [; | fi 


Die Werthe der Abstände r,. r,. r,. r, zeigen. dass 0 der Schwer- 


RT 


punkt der vier Durchschnittspunkte der gegebenen Ebenen ist. wenn jeder als 
drin u ;* ö 4 : 
(Gewicht die = Potenz der „egenüberliegenden Seitenlläche ha! Die 


Punkte O,. &. 0,. 0, 


+ 


sind dann die Schwerpunkte je dreier. die Punkte M 
die Schwerpunkte je zweier der Punkte A. Für »=0 ist also O0 der Schwer- 
punkt der gleich schweren Punkte A. Für jede durch ihn gelegte Gerade. 
welche die Flächen der Pyramide in P,. P,. P,. P, schneidet, gilt daher die 
Relation (s. $. 17, 3.) 

) | l | 


L J 0 *): 
er. " or GB ' Or 


ferner ist das Produet seiner senkreehten Abstände von den Seitenflächen 


ein Maximum und das seiner Abstände von den Fusspunkten dieser Senkrechten 
Minimum oder Maximum. 
Der Punkt O ist der Scheitel von vier Pyramiden. die sich wie die 
n len . 3 2 ° 
u Potenzen der Seitenllächen der vevebenen Pyramide verhalten. auf 


denen sie stehen. wie z. B. 


0A,A,4:04,4,A=M4:MA=f :fi 


Nach $. 17. 1. ist O aber auch Punkt des Minimums oder Maximums für die 


*) s. Müller in Grunerts Archiv 16, p. 1. 
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Fusspunkte S,, 8. 8;. 8, der Senkrechten r. Da dieselben die Eckpunkte 
von vier Pyramiden mit der gemeinschaftlichen Spitze O0 bilden. die sich nach 


$S. 16. 2. wie die »n—2'" Potenzen der gegenüberliegenden r verhalten. so 


hat man 


08,8,5,:08, 88, =r7":n"=fi :f . 
Für »=0 folet: 

Die vier dreiseitigen Pyramiden, deren gemeinschaftliche Spitze der 
Schwerpunkt einer dreiseitigen Pyramide und deren übrigen Ecken die Pro- 
jeelionen des Schwerpunktes auf die Seitenflächen sind. verhalten sich wie 
die Quadrate der gegenüberliegenden Seitenflächen 


Leipzig. 1563 












